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GjFT rj 
EXPLICATION 

DES SIGNES EMPLOYÉS DANS CET OUVRAGE. 



-\* signifie ptiM.... ainsi 8-f2 s'énonce huit plus deux. 
— moinu 8 — ^2 huit Mox^i deux, 

X OQ. xfvulti^lié Tfar. \ > s'énoncent /ittt'riiyLTiPLié par deux, 

«- ou : diviié par,,, 'jo?^! • ^^^^ divisé par deux \ 

^ égale 6+9=38 s*éttOAce six plus deux égale Anil. 

< ,,.,.,, phu petit-que, 6<8 ....<»» plus petit que Aitil. 

> plus grand qu$, 8>6 huit plus grand que tix. 

On a remarqué d'une (*) les articles les plus difficiles on qui sont d'une 
importance moins immédiate, et que l'on fera bien d'omettre à une première 
lecture. 

Enfin, les numéros placés entre parenthèses indiquent qu'il faut toujours 
se reporter aux articles correspondants : par exemple, dans la ligne 16 de 
la page iS, le signe (tB) marque un renvoi au principe établi au n« ItB, et, 
rappelle ainsi au lecteur que Von multiplie un nombre par cent mille en 
écrivant cinq zéros d sa droite. 



* Remarquez que — signifie mo^s on divisé par, seloa qve les nombres qu'il sépare 
sont de chaque côté de ce signe, ou qu'ils sont l'un au-dessus et l'autre an-dessous de 
ce signe. 






LEÇONS 

D'ARITHMÉTIQUE. 



CHAPITRE I. 
NUMÉRATION. 

S I. NOTIONS PRÉLIMINAIRES 

I . On appelle quantité tatU ce qui est susceptible da/agmenta^ 
tirni ou de diminution : ainsi il n'est aucun objet qui, considéré 
sous ce point de Tue, ne puisse être rangé parmi les quan- 
tités. 

S. Nous ne pouvons nous former une idée de la grandeur 
d'une quantité qu'en la mesmant, c'est-à-dire en la comparant 
à une autre quantité de mtmé espèce. Que l'on me présente, en 
effet, une pièce d'étoffe roulée sur elle-même, il est certain 
que je n'ai nulle idée de sa longueur : mais si je prends une 
longueur quelconque, un mètre par exemple, et que je la 
porte sur l'étoffe autant de fois qu'elle pourra y être contenue, 
j'acquerrai une idée exacte de la longueur de cette étoffe. 

5. Cette quantité arbitraire à laquelle je puis comparer 
toutes les quantités de la même espèce se nomme utiité : on dit 

1 



s NUMÉRATION. 

donc que Tunité est vm quantité que Von prend arbitrairement 
pour servir de commune mesure dans la comparaison des quan- 
titès de mime espèce. 

; 4. On appelle nombre la eolketùm de plusieurs unités^ c'est- 
à-dire de plusieurs quantités de m^e espèce et égales entre 
elles* 

é. L'AftiTMÉTi<5VE est la partie élémentaire de la science des 
nombres; elle a pour but de donner des moyens faciles pour re- 
présenter les nombres, ainsi que pour les composer et les décom- 
poser, 

0. Lorsque en énonçant un nombre on désigne Tespècedes 
unités qu'il renferme, on l'appelte nombre concret. On dit que le 
nombre est abstrait A^w% le cas contraire -.ainsi, vingt hommes, 
cinquante mètres, elç^, «ont des nombres concrets, et douze est 
un nombre abstrait; car lorsque j'entends prononcer ce mot 
douze, par exemple, il réveille ea moi l'idée de douze choses 
égales et de môme espèce; mais j'ignore quelles sont ces 
choses ; ce nombre est donc ab^rait 

7 , Idi ^îîJMÉRATiow e$i fart 4e filmer ks nombres e de les r«- 
prémiter^ soit par des noms, JSoiL par des cor^^ièru: al km «acisu- 
i^f^st^ mm d# Um p^i^ie^^ doal ma» nlion» Jàm% oceiu^r mc^ 
cessivement. 



% II. EORMATION m& f^mffîHES. 

8. On voit par la définition même qtfon a donnée des 
nombres (4) qu'ils se forment par Vaddition successive de 
Tumté Qfoec elte-mime; qu'ainsi, en ajoutant une unité à une 
unité de la même espèce, on obtient un nombre; qu'en 
ajoutant à ce nombre une nouvelle unité, on aura un nou- 
veau nombre, et ainsi de siaite. On peut âone dire qxfil y a 
une infinité de nombres; car 4\àm\i^i^ gn^sid ^m mt lin 9»e$n^ 
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bre, on peut en.core j ajouter une uijité, et pl)teflir ai^ji un 
nouveau nombre. ^ 

9. On sent par là qu'il e*t été impossible de désigne^ les 
nombres par des noms particuliers et indépendants les uns des 
autres. On a dA ehtreker le moyen d'exprimer tous les nombres 
dont on peui avoir besoin, par la combinaison régulière (fun petit 
nombre de mots. Nous aUons exposer la marche que fon a sans 
dpyle spyie pour résoudre ce {^pbJjÈme^ qw ^ .l*Q^'i4 4e la 
numération parlée. 



8 m. NUMÉRATION PARLÉE 

10. Les premiers hommes ont commencé par compter sur 
levrsdciî^, di ils oai BêUir6U£in3nt donné des noms particu- 
liers aux iiombres.^insi formés. Ces/ioms so;it : un, (içpi^û^ftfoisy 
quatre^ cinq, six, sep}, huit^ n^uf, diip. Arrivés au dernier de 
leurs doigts, ils formèrent un total de dix unités, ^jiuçjue] j)s 
donnèrent le nom de dizaine, et ils recommencèrent à compter 
^r ]#u^§ 49igMi i^à\mim ^mm^'A& avaient «o^pié par 
^nitén^ c'^rkf-HfQ (^ï\% lOm fiât pnéeéder le inoC dizaine des 
mm A^ ^n w^vomf^ qlw^qs. Aim iis ont «t < 

Une dizaine, deux dizaianes, trois dizaines, quatre dizqjnes, 
cmq disioinés, six dizaines, sept dizaines, huit dizaines, neuf 
dizainesy dix dizaines; mots auxquels on a substitué les noms 
plus siinplçs : 

Dix, vingt, trente, quarante, cinquante, soixante, septante, 
octffxUe, nouante, cent *. 



* Nous avons remplacé 4e8 mots soixante-dix^ quatre-vingts, quatre-vingt- 
4i^ f resf/^iiyekWfijit .parles moU plus j&mples, septante j oetante, nonante^ 
qVLi d'ailleurs ^ofiX mtét ôuxp Jbe mîdi de l|t fff^^i il IV^rait 4nl^^ à^ j^n 
de substituer les mots unante et duante aux mots di^ et vingt, poip: rendre 
la nomcncl^kturc des dizaines tout à iait régulière. 
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Or, entre deux collections consécutives de dizaines il y a 
neuf nombres intermédiaires, que Ton obtient en ajoutant suc* 
cessivement les neuf premiers nombres à la première de ces 
collections. Si donc à chacun des noms des neuf premières col- 
lections de dizaines on ajoute successivement ceux des neut 
premiers nombres, on obtiendra les noms de tous les nom- 
bres compris entre dix et cent. Ces noms sont : 

Dix-un, dix-deux y dix-trois, , dix-neuf; 

Yingt-urij vingt^deuXj vingt-trois^ , vingt-neuf; 



i • 



Nonqnte-un^ nonante-deux, nonante-troiSf . ., nonante-neuf. 

Aux mots dix-un, dix deux, dix-trois, dix-quatre, dix-cinq, 
dix-six, on a substitué les mots onze, douze, treize, quatorze, 
quinze, seize. 

Gela posé, les dizaines étant elles-mêmes comptées sur les 
doigts n*ont pas pu aller au delà de dix ; de sorte que, par 
analogie, on a formé un total de dix dizaines, qu'on a appelé 
centaine; et de même qu*on avait dit : 

Une dizaine, deux dizaines, . . . • , dix dizaines, 

on a dit : 

Vne centaine, deux centaines, , dix centaines, 

ou plus simplement : 

Un cent, deux cer^, ., mille. 

Mais entre deux collections consécutives de centaines il y a 
nonante-neuf nombres intermédiaires, qui se forment en ajou- 
tant successivement les nonante-neuf premiers nombres à la 
])remière de ces collections. Si donc à chacun des noms 
des neuf premières collections de centaines on ajoute ceux 
lies nonante-neuf premiers nombres, on obtiendra les noms 
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de tous les nombres compris entre cent et mille. Ces noms * 

sont : 

Cmt un, cent deux^ , emi nonant^^euf; 

Deux cent im, deux cent deux^ . ., deux cent nonanXM\euf; 



Neuf cmt un^ neuf cent deux, . ., neuf cent nonante-neuf. 

Arrivé à mille^ on a regardé ce nombre comme une nou- 
yelle unité, et on a formé mille collections de mil/e, dont on a 
composé les noms en ajoutant le mot mUle à la suite des noms 
des mille premiers nombres^ ce qui a donné : 

^ Un milky deuxmille^ . . ., neuf cent nonante-neuf mille, 
mille mille ou million. 

Or, entre deux collections consécutives de mille il y a neuf 
cent nonante-neuf nombres intermédiaires, qui se forment en 
ajoutant lesneuf cent nonante-neuf premiers nombres succes- 
sivement à la première de ces collections. On composera donc 
les noms de tous les nombres compris entre un mille et un 
million^ en plaçant les noms' des neuf cent nonante-neuf 
premiers nombres à la suite de chacun de ceux des neuf cent 
nonante-neur premières collections de mille. On aura ainsi : 

MUle im, mille deux, . . ., mille neuf cent nonante-^teuf ; 
Deux mille un, deux miUe deux, . . ., deux mille neuf cent 
nonante-neuf; 



Neuf cent nonante-neuf mille un, neuf cent nonante-neuf 
mille deux, . . . ., neuf cent nonanle-neuf mille neuf cent 
nonante-neuf. , 

Maintenant, de même qu'on a composé les noms de fous les 
nombres compris entre un mille et un million en comptant par 
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imités, dizaines, centaines de mille, on formera ceux des 
nombres compris entre un. million et la collection de mille 
if)iU)m#y 4W Ym appelle billion, en comptafil par unîtes, 
diJEâiftét^ èfl iMftiMIfic» éë millions. Lftcèllectlon de mille billions 
a reçu le nom de trillion; celle de mille trillions a formé le 
quatrillion, et ainsi de suite. 

On voîl donc que par la seule combinaison des noms des neuf 
premiers nombres avec ceux des diverses unités, fiNiii, di2aîne, 
cfiiVTAiME^ KiLiiEj MILLION, BILLION, ete,, U Sera fdcUe de former 
les nofns de tëuB hs nombres dUe Von pourra avoir à consi- 
dérer. 

i IV. ftUMÉtlATlGW fiafilM. 

il. La difficulté d'embrasser d'un seul ccmp d'œil l'expres- 
sion d'un nombre uii peu considérable, et, par suite, celle plus 
graflde encore de cômtiifîèr (jltiislèûffe hôhibrés en^ehible, a 
Wit sëhlit Jâ h^cés^ilè dé f'eprc'seHié^ tes fiOHibrèè ptùÊ ÈimpUment 
que par f écriture eh toutes lettrée. Il était tiàiûrèl dé èbéfcHer, 
dans là ffiàrfche i}ijcl*ôh àVait stiivîe pour éxpHiner lesiiélfiibres 
dVéc im petit tioriibfe de mots, ïè ixiô^en de lès fcprêsè'ïilër 
avec (Quelques éàfâctôi'ès. On a donc obserVê que l'on atdit 
folifié l(îS rtorhs des ilônltll-ès eii côrtiblhËnt lés ttbttts dès tietif 
prè'hiiors aieC ceult des iiiiil(»s des différents ordrëfe : uniièy 
dizaine, centaine^ mille^ million, eiû. Cette remarque a fait naître 
rirlée de représenter les neuf premiers nombres respective- 
ment par les caractères ou chiffres 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

Mais comme on compte par dizaines, centaines, mille^ etc., 
cpmme par unités^ il fallait employer aussi ces neuf chifTies 
pour représenter les diverses collections de dizaines^ de cen- 
taines, de mille, etc. Comment alors distinguer si un chiffre 
réprésente telle 6d <elle collection d'unilês? 
I Oh ktiHïi J)ti ^ paHerîir en àffécfaiit cfeàqùè chirfrë d'ufi signe 
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petiitxû\erj selon qtt'U aHfàit dû déslgilef dé# «MMl^ dlMainégj 
emtainesy mille^^etc.; msis oH sent qudte grand fiôiiibi'è de si* 
goes qu'il faudrait alors employer, si le nombre à écrire était 
considérable, détiendrait embarrassant* On a éludé cette diffi- . 
culte en remarquant que chaque unité est décuple de la pré' 
cédentCy ce qui a fait naître Theureuse idée d'attribuer à c)iaque 
chiffre deux valeurs, l'une que l'on nomme valeur AB$OhOEf 
en vertu de laquelle un chiffre représente une certaine collection 
é^unités d'un ofdfe quelconque; l'autre qtie l'on appelle tAtEtjR 
DÉ POsffloN, qui cônHsie en ce qu^un chiffre placé à la gauche d'un 
autre représente des itnitis dix foie plus grandes que celles indi- 
quées par cet autre. I 

St donc on con'Otënt què lé chifiVe placé au premier rang*, en 
allant dé droite à gauche, représente des unités simples, celui 
qui sera au second rang représentera des dizaines ; au troisième, 
des Certaines, et ainsi de suite 1 de sorte que feran^ éCun chiffré 
indiquera f ordre des unités qu'il exprime. Veut-on, par exemple, 
êcrifê le nôtnbré neuf emt quarmU-sept imUêi; comme il se 
compose de neuf centaineSi quatre dizaines et sept unités, on 
.detra employer les chiffres 9^ 4^ 7, dételle manière que le 7 soit 
aU premier i'atig,le 4 au second^ et lé 9 au troisième^ en allant 
vers lagauché:aiusi l'expression du nombre proposé sera 947. 
Mais si quelques ordres d'unités manquaient dans le nombre que 
l'on veut écrire, comment placer ces chiffres aux rangs qui con* 
viennent aux unités qu'ils doivent représenter? On a inventé, 
pour cela, ufi dixième caractère, 0, nommé ziro^ qui n'a au- 
cune valeur par lui-même, et qui sert uniquement à remplacer 
les unités qui ne se trouvent pas dans le nombre proposé. 
Ainsi l'expression dU nombre neuf cent tept unités sera 907. 

On est maintenant en étal d'écrire en chiffres tous les nom* 
bres possibles, car il sera toujours facile de concevoir le nom- 
bre proposé eomme décomposé en ses diverses ooUoclions 
d'unités : chacune d'elles pourra être exprimée par un chiffre 
particulier, puisqu'elle ne contient Jamais plus de neuf unités, 
et il ne s'agira plus que de placer aux pt^mieri deuxièmci troi«» 
sîème, quatrième, etc., rangs les. chiffres qui doivent représen- 
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ter respectivement des unités, dizaines, centaines, raille, etc,, 
ce qui ne saurait offrir de difficulté. 

Donc, avec les dix caractères 0, 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, et 
ce principe fondamental qu'un chiffre placé à là gauche d!un 
autre exprime des v/aixés dix fois plu^ grandes que celles indi^ 
quées par cet autre^ on pourra représenter tous les nombres pos* 
sibles. 

12 .11 résulte du système de numération parlée que nous 
avons adopté (iO), que tout nombre se partage en diverses 
classes d*unités principales ou ternaires : v/nités, mille, millions^ 
illionsj etc.f dont chacune se compose d'unités^ de dizaines et 
de centaines; que, de plus, ces diverses collections d*unités 
s'écrivent les unes à la suite des autres, de manière que celles 
de Tordre le plus élevé occupent le premier rang à gauche ; 
que celles de Tordre immédiatement inférieur viennent après, 
et ainsi de suite. 

Donc, pour écrire en chiffres im nombre énoncé^ on écrira les 
v/ns à la suite des autres^ en allant de gauche à droite, les chif* 
fres qui doivent représenter respectivement les centaines^ dizaines 
et u/niîés de chaque ordre ternaire, en ayant soin de remplacer 
par des zéros celles de ces collections qui pourraient manquer. 
Lorsqu*on sera parvenu aux unités simples, le nombre énoncé sera 
écrit. 

Exemple. L'eitpression en chiffres du nombre quarante bH^ 
lions trente mille sept unités est 40000030007. 

i5. Réciproquement, pour traduire en langage ordinaire un 
nombre écrit en chiffres, partagez ce nombre • en tranches de 
trois chiffres, en allant de droite à gauche, sauf à n'en laisser 
qu'un ou deux dans la dernière : de cette manière, les tranchés 
qu'on aura formées correspondront respectivement aux différents 
ordres d'unités ternaires. Commençant ensuite par la gauche^ 
vous énoncerez chaque tranche comme si elle était seule, en ajou^ 
tant après ses v/nités le nom de l'unité ternaire à laquelle elle cor^ 
respond. 
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Soit proposé, par exemple, de traduire en langage ordinaire 

le nombre 

35807000040536004. 

Nous le partagerons en tranches de trois chifTreSi comme on 
le Yoit ci-dessous : 

35 807 000 040 536 004. 

Il y a six tranches : ainsi la dernière est de Tordre des qua» 
trUlions. Nous dirons donc : trente-cinq quatrillions huit cent 
sept trillions quarante millions cinq cent trente-six mille q^Mitre 
unités. 

Remarquez que les deux règles précédentes exigent seule- 
ment que l'on sache écrire ou énoncer un nombre de trois 
chiffres* 
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CALCUL DES NOMBRES ENTIERS. 



S î- Addition. 

14. L'addition est une opération qui a pour but de réunir plu- 
sieurs nombres en un iéut^ que ton appelle sommé ou tdtAt. 

15. La somme de deux nombres devant contenir toutéS létifs 
unités, il est évident que, pour les additionner, il faut ajouter 
successivement à l'un d'eux toutes les unités qui sont contenues 
dans l'autre. Veut-on, par exemple, ajouter quatre à dnq; on 
dira, en comptant sur ses doigts jusqu'à ce que l'on soit arrivé 
au quatrième : cinq plus un, six; plus un, sept; plus un, huit; 
plus un, neuf; de sorte que cinq et quatre font neuf. Il serait 
facile d'étendre ce procédé à l'addition de tant de nombres que 
Ton voudrait. Mais on sent que si les nombres à additionner 
étalent un peu grands, l'opération deviendrait impraticable par 
sa longueur. On a donc dû chercher une méthode plus simple. 
Voici la règle générale que l'on suit : 

te. Pour additionner plusieurs nombres, écrivez ces nombres 
les uns au-dessous des autres , de maniée que les unités de 
même ordre soient dans une même colonne; soulignez le dernier 
nombre^ pour le séparer du résultat, que vous écrirez au-des- 
sous; additionnez successivement j en commença/nt par la droite y 
les nombres contenues dans chaque colonne; si la somme ne sur- 
passe pas neuf, on l'écrira telle qu'on l'aura trouvée; si elle con - 
tient des dizaines ^ vous écrirez seulement ses unités ^ et vou-s re- 
tiendrez ses dizaines, pour les ajouter à la colonne suivante, sur 
lagucîîc U faudra opérer comme sur la précédente^ et ainsi de 
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sùîié jus^iCà la derniên dàtonné , àU-dèsèôUà dé laquelle vous 
écrirez là somfrie trouvée. 

Il est dair qu'en opérant ainsi on aora effectué l'addition 
des nombres proposés : car le résultat contiendra toutes leurs 
un\m Mrfipleë^ totttes létirddi^aitied, toutes l6lin»éetitâines^et(;., 
ê\ për emséqyëiît tOùtéS leiifs unités. 

De p\ti»f raddUidii àëi lidinbres eonteiitts à&m cheiqtië do^ 
teiinc! ne présenteta pâsde difficulté^ puisqu'on n'atirû jsttnetis 
qn'k fljdtitet un iiotnbrè à'm seul chiffre h on autre nombre, 
ce qui est fâelle (IK)| et ménie les réBUltais de des adâiUon^ 
partielles se gravent bientôt dans la mémoirei 

Exemple. Additionner les nombres 725, 9152, 2189, 73 et 6. 
On disposera TopératiOb dottililé ei-âe»isdùs : 

725 

9152 
2l3d 

6 
Sommé. ... lâÏ46 

. puis on àddillonHefa lès nofflbres totitfetilis d.ltis k pr^èmîèrë 
ddidnne, en disant : 5 et 2, 7; et S, 16; et à, 19; et 6, 25. On 
Ti'êeHt qtîe les 6 Uliiies, t^t l'dtt retient les 2 dltiifids, pdljf 
}é^ âdditlohtief atëd les lidnlbi-eë de la deuxième Cblodhe, cd^ 
(Jtii donnera 24 ; et ainsi de stiile jusqu'à là derhièrd edlôrîiie à 
gîluehe,- ddilt là soîtinle, augthètltéë de là dizaiûe qUi a i^èfliié 
de la colonne précédente, forme le nombre li, que rdri écrit 
à la gauche des chiffres déjà trouvés. La somme demandée est 
aiti^I IS liiè. 

IT. On appelle prèùVè d'Utié opêfation Uriè àèeafidê opération 
qUè F on fditptfiir s'aèsUfer lie rèmaëlitudé dé là p^emiète : d'où il 
résulte (|uej ()Udi(]ue là prettVe d'UUe dpératldn satisfasse aux 
cdfiditldris (jUi Itil sont inrliidSées, oti fié doit eepëUdant pas en 
cdtidlufe figdU^ëUsemeilt ^ue cette opêraiidti soit exàcie^ puis- 
qûë là prèiite, ëtàht me dpéràtiéh, û elie-liième besoin d'une 
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preuve, laquelle en nécessite une aussi, et ainsi de suite à Tîn- 
fini. Mais le concours des circonstances nécessaires pour qu'une 
preuve soit fausse est si difficile à rencontrer, que la probabilité 
que donne une preuve équivaut presque à une certitude. 

18. Pouf faire la preuve d'une addition, il suffit de recom- 
mencer le calcul dans un ordre différent de celui qu'on a suivi 
d'abord : fi, par exemple 9 on a fait f addition dés différentes cô* 
tonnes en allant de haut en bas^ on la refera en comptant de bas 
en haut; et si le résultai de cette seconde opération est identique 
avec celui de la premier e^ on en conclura que cette première opéra- 
tion a été bien faite. • 

§ IL SOUSTRACTION. 

19. La SOUSTRACTION est u/ne opération qui a pour but de dé^ 
composer un nombre donné en deux parties^ dont Vune est connue. 
Le résultat se nomme reste, excès ou différence. 

Il est évident d'après cela, que, pour soustraire un nombre 
d'un autre, il suffit d'ôter successivement du plus grand toutes 
les unités du plus petit. Veut-on , par exemple, retrancher 
quatre de neuf; on dira, en coiAptant sur ses doigts jusqu'à ce 
que l'on soit arrivé au quatrième: neuf moins un, huit; moins 
un, sept; moins un, six; moins un, ciilq. Ainsi, en soustrayant 
quatre de nmf^ on trouve cinq pour reste. On dit aussi que ce 
nombre cinq exprime Vexchs de neuf sur quatre^ ou la diffé- 
rence At quatre k neuf, f 

20. Si le nombre à soustraire était très-grand, l'opération 
effectuée de la manière précédente deviendrait presque im- 
possible. Or il est évident que, si des unités, dizaines, centai- 
nes, etc., du plus grand nombre, on soustrait respectivement 
les unités, dizaines, centaines , etc. , du plus petit , on aura 
soustrait du plus grand nombre toutes les parties du plus petit 
et par conséquent ce plus petit lui-même. L^opération d'ailleurs 
ne présentera pas de difficulté/puisqu'on n'aura ainsi à sous- 
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traire que des nombres d'un seul chiffre (19). Mais il peut 
arriver que quelques-uns des chiffres du nombre à soustraire 
surpassent ceux qui expriment des unités de même ordre dans 
le nombre dont on soustrait. 

Si, par exemple, on voulait soustraire 29 de 67, on serait 
conduit à soustraire 9 de 7, ce qui ne se peut pas. On rendra 
évidemment la soustraction possible en ajoutant dix unités à 7, 
ce qui fera 17; mais on aura ainsi augmenté le nombre dont 
on soustrait, et par conséquent le reste, de dix unités : il faudra 
donc diminuer ce reste d'autant. On y parviendra en ajoutant 
dix unités au nombre à soustraire (ce qui revient à ajouter une 
unité au chiffre 2) : car ayant retranché, une dizaine de plus, 
il restera une dizaine de moins. Ainsi, après avoir augmenté 
le reste d'une dizaine, on l'aura diminué d'une dizaine; donc 
il n'aura pas changé de valeur. On dira donc : 9 ôté de 17, il 
reste 8, et je retiens 1 ; et 2 font 3, ôté de 6, il reste 3; le reste 
est donc 38. 

21 . Concluons de ce qui précède la règle générale suivante : 
Pour soustraire v/n nombre d'un autre, écrivez le plus petit sous 
le plus grandy de manière que les unités de même ordre se cor- 
respondent; soulignez le plu>s petit nombre^ pour le séparer du 
reste, que vous écrirez au-dessous; soustrayez successivement, en 
commençant par la droite, chaque chiffre du nombre inférieur 
de celui qui lui correspond dans le nombre supérieur; si Vune de 
ces soustractions partielles ne peut pas s^effectuer, augmentez de 
dix unités le chiffre dont vous voulez soustraire, mais retenez une 
unité pour V ajouter^ au chiffre à gauche de celui que vous avez 
dû soustraire. 

Exemple. Soustraire 4028 de 32106. On dispose l'opération 

ainsi qu'il suit : 

32106 

4Ô28 



Reste. . . * 28078 
puis, appliquant la règle, on dit : 8 de 6, cela ne se peut paô, 
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j'ajome ip, Ciç (^ui ImU 16; S 4e 16, il rje^ S, qiW j'écrU, et Je 
retiens 1 ; et 8 font 3, (Je 0^ jc^lft »e §jç peut p^?; j'ajoute 10; 

3 de liO, il rçsle 7* quç j'écris, e]t j^ relions 1 ; (te 1, U r/e^lç 0; 

4 de 2, cela ne se peut pas; j'ajou}^ ^0, ce qjii (ajit }?; 4 4^ If, 
il reste 8, et jç rjçljeDS 1 ; 4ç .3, il f este %. I^ riÇ§tÇ defl[)^n^ est 
ainsi 28078. 

22. Pour faire la preuve dp la ioi^trj^fiçnif fl4dUiofmfiKf fe 
reste avec Ip noml^re à ^cmstraire, et vous devrez retrouver le 
plus grand nombre : car, (jl'aprèç la td.éflnUipp de 1,^ S(QU^lr/>p- 
tion, le plus grand uoaiJ}re doit étrç 1» spmoiedM plps p^tijt|et 
du reste. 

93. /.a m^urjfUCAnQU M unfi opératùm qui a pêw but de 
composer un nombre nommé produit avec un nombre nommé 
MULTiPUCANDE, comme un autre nombre appelé multiplicateur 
êst composé avêc ^uniié : de sorte que si le multiplicateur con- 
tient â, 3, k„. fois l'unité, le produit devra contenir 2^ 3, 4... 
fois le muUiplieaade. 

U ^it d^ Mt 4^4 pour obtmir le produit de deux nombres^ il 
f(m répéî/^ U m'uMi'pUmnde audmi d» fois qu'il y ç, d'imités dans 

24. Remarquons, !<" c[ue le multiplicateur eS un nomkre 
abstrflitj puisqu'il indique combien de fois le produit coQjtient 
le fftttltiplicande <6) ; 2* que le produit est de même espèce </ue 
le multiplicande : car l'un ej&t m^ partie de l'autre, et un tout 
et ses parties sont nécessaire^ient de môme espèce^ 

2tti En réfléchissant sur la nature du procédé que nous 
avons indiqué pour multiplier deux po;nbr<B entre çvix (93 )t 
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on sent que» si le multiplicateur était composé de plusieurs 
chiffres, Topératioa deviendrait impraticable. On a donc cher- 
ché uuÊ méihûÛG plus abrégée* h laquelle on a donné le nom 
de mtUHplica^an. 

26. Ayant d'exposer cette méthode, nous ferons observer 
que, powr multiplier un nornbre queîeonqu$ par Tunité suivie 
de plusieurs zéros, il suffit <f écrire à la droite de ce nombre 
autant de sfèros qu'il s'en trouve à la suite de l^unité : car, si 
Ton écrit, par exemple, deux zéros à la droite d'un nombre, 
il est clair que chacun dç seis chiffres aura reculé 4e deux rangs 
vers U gaucbe« et représentera tinsi des unilés icenl fois plus 
grandes (il); donc toutes Jes parties du nombre proposé étant 
devemies eent fois plus grandes, ce nombre est lui-même de- 
venu cent fois plus grand, (festràrdire qulla été;nulUpIié par 
cent. Ainsi ?86 X iOO ç=«8»00. 

27. On démontrerait delà même manière que, siunnomtfre 
est terminé par d^ zéros, on le rendra 10, 100, lûOO, etc., fois 
plus petit en supprimant sur sa droite un, deux, trois, etc., zéros. 
Ainsi le nombre 2750 est cen( fois plus petit que 275000. 

20. Il peut se présenter trois cas dans la multiplication : ou 
.fe muUiplicmde jet le mul^iplififiOeur fçnt des nombres épaprimés 
fdsr un snul chiffre; ou k prmiier est ^n nombre jcompos(i de 
plusieurs chiffres et le second un nombre représenté par un 9eul; 
on le muUipUcateur efit wi nombre qui contienX plufkurs dhifft^. 
Nous es^amijaeipns ^uccess^yement ce^ trois c^. 

I4 nuiltipUcâtion de deux npmbros ei^primés par w ^ul 
^hiffr^ s^ffeçtue d*après la règle du n"" 8J3^ Mais icomu^ie la mul- 
Jipjicalion de deux «lombres quelconques Aif^jx^^ ainsi que 
J3Î0US Jie verrons bxemôt {31^ i»3)^ de celle de deux nombres 
représentée par un seuj chiffre, i>jx a (construit une table qui 
reisiferme les produits des neuf premiers nombres multipliés 
4eu^À deux, produits qu'U e$t très-important dei^raver dans 
$a mémoire^ 
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TABLE DE MULTIPLICATION. 



1 

2 
3 

4 
5 
6 
7 
8 


2 

4 

6 

8 

10 

12 

14 

16 

18 


3 
6 
9 
12 
15 
18 
21 
24 
27 


4 
8 
12 
16 
20 
24 
28 
32 
36 


5 

10 
15 
20 
25 
30 
35 
40 
45 


6 
12 
18 • 
24 
30 
36 
42 
48 
54 


7 

14 
21 
28 
35 
42 
49 
56 
63 


8 
16 
24 
32 
40 
48 


9 

18 
27 
36 
45 
54 


56 

64 

.72 


63 
72 
81 


9 



Voici la méthode que l'on suit pour former cette table, qui 
porte vulgairement, mais à tort, le nom de Table de Pythagore. 

29. On écrit les neuf premiers nombres sur une ligne hori- 
zontale, de sorte que cette ligne contient les produits des neuf 
premiers nombres miiltipliôs par 1. On ajoute chacun de ces 
nombres à lui-même, et l'on écrit les sommes sur une seconde 
ligne horizontale, qui contient ainsi deux fois chacun des neuf 
premiers nombres, c'est-à-dire leurs produits par 2. On agoute 
chacun des nombres de cette seconde ligne avec ceux qui leur 
correspondent dans la première, et on écrit les résultats sur 
une troisième ligne, qui est par conséquent composée des 
produits de chacun des neuf premiers nombres par 3 ; car la 
première ligne contenant une fois les neuf premiers nombres, 
et la seconde les contenant d^ux fois, la somme de ces deux 
lignes les contiendra évidemment trois fois. En continuant ainsi 
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d\ijouter les nombres de ia dernière ligne obtenue avec ceux de 
la première, on est arrivé à ia neavième ligne qui renferme \çs 
produits de chacun dea neuf premiers nombres multipliés par 9. 

50. Pour trouver^ au moyen de cette tabky le produit de deux 
nombres représentés chacun par un seul chiffre^ cherchez le nom- 
bre qui se trouve à la fois dans les deux lignes verticale et horizon- 
tale portant respectivement entête le multiplicande et le mullipUca- 
teur. Ainsi le produit dé 5 par 3 est le nombre 15, qui se 
trouve à la fois dans la cinquième ligne verticale et dané la troi^ 
sième ligne horizontale. 

M. Pour multiplier un nombre composé de plusieurs chif- 
fres par un nombre d'un seul chiffre, il suffit de répéter suc* 
cessivement les unités, dizaines, centaines, etc., du mnltipli- 
. cande autant de fois qu'il y a d'unités dans le multiplicateur : 
car, ayant ainsi répété toutes les parties du multiplicande 
chacune autant de fois qu'il y a d'unités dans le multiplicateur, 
il est clair qu'on aura répété le multiplicande ce même nombre 
de fois. Afais lorsque ces différents produits partiels surpasse- 
ront 9, on n'écrira que leurs unités, et Ton retiendra leurs 
dizaines pour les ajouter au produit partiel sifivant. Donc, 
pour multiplier un nombre composé deplv^urs chiffres par un 
nombre d'un seul chiffre , il faut multiplier successivem^ent les 
unités^ dizaines j centaineSy etc,^ du multiplicande par le mul' 
tiplicateur^ n* écrire que les unités de chaque produit partiel^ et 
Wetmir les dizaines pour les ajouter au produit suivant^ à Pexcep- 
Uion de celles du dernier produit que Von écrira tel qu'on Faura 
trouvé. 

D'après cela, pour multiplier 327 par 3, on dira : 3 fois 7 
fout 21, j'écris 1 et je reliens 2; 3 fois 2 font 6, et 2 de retenue, 
8, j'écris 8 ; 3 fois 3 font 9, j'écris 9. Ainsi le produit est 981. 
On dispose l'opération comme ci-dessous : 

327 
3^ 

981 
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S8. Passons enfin au cas où le multSpKcattur est un nombre 
romposé de plusieurs chiffres, et supposons que Ton veuille 
tnuUiplîer 327 par 405. 

Multiplier 327 par 405, c*est composer un nombre qui con- 
tienne 405 fois le multiplicande 327: si donc on répète ce mul- 
tiplicande successivement 5 fois et 400 fois , il est clair qu*en 
additionnant ces deux produits partiels on aura le produit de- 
mandé. Il sera facile de répéter 5 fois le multiplicande 327 : 
car il suffira pour cela d*app1iquer la règle du n"" 31. En effec- 
tuant celte multiplication, on trouvera 1635 pour produit. 

Pour répéter 400 fois le nombre 327, il n'y aura qrfà le ré- 
péter d*abord 4 fois, ce qui donnera I30a, pois à répéter 100 
fois ce produit ; oar il est évident que le nombre aîasi <^>tefiu 
contiendra 100 fois 4 fois, c'est-à-dire 400 fois, le nraltipliemidc 
327. Or, pour répéter 100 fois le produit 1308 de 327X4,il sufr 
âra d'écrire deux zéros à sa droite (28) ; mais alors son pre- 
mier diiffi-e exprim^^ des centaines : de sorte «que Ton pourra 
se dispenser d'écrire ces deux zéros, pourvu que l'on place le 
produit 1308 de 327 X 4 sotts le produit 1635 de 327 X ^> de 
manière que son premier chiffre à droite se trouve au-dessous 
des centaines de celui-ci (16), Eu effectuant ensuite l'^kddiikin 
des deux produits partiels, ou aura le produit total demandé. 
On dis{)ose les calculs de la manière suivante : 

327 
405 



1635 
1308 

132435 



Remanquons que nous avons multiplié successivenieni le 
multiplicande par le prenoier et par le secoad chiffre stgmfi- 
calif du multiplicateur; que le premier chiffre de chaque pro- 
duit partiel a été écrit" sous le chiffre correspondant du multi- 
plicateur, et qu'enfin on a additionné ces produits. Concluons 
donc la règle générale suivante : 
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9S. Pqw muMvj^ùr un nombre queUmquê par un mmbre 
€omposé d$ plusieurs chiffres^ muiiipliez suceesswementy <f après 
les règles rfe* n^ 30 ef 31, le nvuUiplicande par chaque chiffre 
SîGNiPiCATiF du muUiplieateury en ayant soin d'écrire les produits 
partiels les uns aurdessous des apures , de manière que le premier 
chiffre de chacun soit placé sous le chiffre du muUiplioaleur qui a 
iknmé ce produit; soulignez le dernier produit partiel, et addition- 
nez. tous les produits. 

54. Si le multiplicande et le multiplicateur sont terminés par 
des zéros j on en fera abstraction dans la formation des produits 
partiels; mais il faudra écrire à la droite du produit total autarU 
de zéros qu'il y en a à la droite des deux facteurs { le multiplia 
cande et le multiplicateur coDCourant ensemble à la formation 
du produit , en sont appelés les fctcteurs). Supposons , en <effel, 
qu'il y ait trois zéros à la droite du multiplicande, et deux à 
edie du miiltîpiicateur. Si nous faisons abstraction des trois 
zéros qui terminent le multiplicande, naus le rendrons miilè 
fois plus petit (27), et le produit deviendra aussi mille fois plus 
petit, car il contiendra toujours le même nombre de parties, 
maïs tee seront des parties mille fois plus petites. Si nous sup- 
pFsmtffiS de même les deux zéros qui sont à la droite ùa ttmU 
tipikaleur, nous rendrons ce fnultiplieateur cent fois piifs 
petit; le produit deviendra donc aussi centf(NS plus petit, caf 
il contiendra cent fois moins des mêmes parties. Or, c'est 
après avoir rendu le produit mille fois plus petit que nous le 
rendons encore cent fois plus petit qu'il ne l'était déjà : donc 
nous l'aurons rendu cent fois mille fois, ou cent mille fois, plus 
petit; donc, pour restituer au produit sa valeur, il laudra le 
rendre cent mille fois plus grand, ce qui se fera en ajoutant 
cinq zéros à sa droite (26), précisément autant qu'il y en avait 
dans les deux facteurs (voy. n** 58). 

3S. Le produit de deux nombres se compose au pkis d^ojwLBinl 
de iûdffres qu'U y en a dans ces deux nombres y et il en contlenî 
au mmjis autant qu'il y a de chiffres moins w» dans oes mêmes 
nombrils. 
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!• Le produit de deux nombres composés chacun d'un cer- 
tain nombre de chiffres est évidemment le plus grand possible 
quand ses deux facteurs ne renferment que des 9; mais alors 
niéine il est moindre que ie produit du multiplicande par Tu- 
nité suivie d'autant de zéros qu'il y a de chiffres dans le multi- 
plicateur; et comme alors le produit contient précisément au- 
tant de chiffres qu*il y en a dans les deux nombres proposés 
(26), la première partie de notre théorème est démontrée. 

S*" Il est évident que notre produit sera le plus petit possible 
quand chacun de ses facteurs sera formé de l'unité suivie d'au- 
tant de zéros moins un qu'il doit contenir de chiffres ; mais 
alors il sera exprimé par l'unité suivie d'autant de zéros qu'il 
s'en trouve dans chaque fadeur; donc il renfermera un chiffre 
de moins qu'il n'y en a dans les deux nombres proposés , ce 
qui démontre la seconde partie de notre théorème. 

56. le produit çle deux nombres rie change pas lorsqu'on irUer- 
vertu Vordre de ses facteurs; je dis par exemple que 

5X3t=:3x5. 

En effet, multiplier 5 par 3, c'est répéter cinq unités trois 
fois : si donc nous écrivons cinq unités sur une ligne horizon- 
tale et que nous répétions celte ligne trois fois^ ce ^Qi formera 

le tableau suivant : 

11111 
11111 
1 I 1 1 1 

nous aurons écrit autant d'unités qu'en contient le produit de 
5 par 3. Mais si l'on considère ces unités comme rangées par 
lignes verticales, on verra que chaque ligne contient 3 unilés 
et qu'il y a cinq de ces lignes : donc notre tableau renfermera 
cinq fois trois unités, c'est-à-dire autant d'unités que le produit 
3X5. Or, de quelque manière que l'on compte les unités de ce 
tableau, on doit en trouver toujours le même nombre : donc, 
puisque d'une part on a trouvé autant d'unités que dans le 
produit 5X3, et d'autre part autant que dans le produit 
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3X 5, il faut en conclure que ces deux produits sont égaux, 
et qu'ainsi 5X3 = 3X5. 

La démonstration que nous venons de donner est générale : 
car on peut toujours concevoir autant d'unités dans chaque 
ligne horizontale qu*il y en a dans le multiplicande, et autant 
de ces lignes que le multiplicateur renferme d'unités. Donc on 
peitty dans toute multiplication de deux facteurs ^intervertir V ordre 
de ces facteurs sans altérer la valeur du produit. 

' 37. Le produit de plusieurs nombres ne cliangepas, dans quel- 
que ordre quon effectue les multiplications *. 

Nous allons d*abord prouver que Fon peut intervertir Vordre 
dis deux derniers facteurs sans altérer la valeur du produU.Soii^ 
im tlTct, le produit 

2.6.4.3.5: 

efiectuons le produit kS des facteurs 2, 6, 4, qui précèdent les 
deux derniers, et nous aurons, en conséquence, à multiplier 
48 par 3, puis le produit par 5. Or, multiplier 48 par 3, c'est 
répoler ce nombre 3 fois : donc 

48.3 = 48 + 48 + 40. 

Pour multiplier ce produit par 5, il n'y a qu'à multiplier 
chacune de ses parties par 5 : donc 

48.3.5 = 48.5 + 48.5+48.5; 

mais, répéter trois fois le produit 48.5, c'est le multiplier 
par 3; donc 

48.3.5 = 48.5.3; 



* Pour obtenir le produit de plusieurs nombres, on multiplie d'abonl le 
piemier par le deuxième, puis leur produit par le troisième, puis le nouveau 
produit par le quatrième, et ainsi de suite jusqu'au dernier facteur. • 
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OU bicn> en mettant à la place de 48 k* quantité équivalente 
2.6.4, on aura 

2.6.4.3.5 = 2.6.4.5.3, 

ce qu4I fallait démontrer *. 

Je dis maintenant que, dans un produit de plv^urs facteurs^ 
on peut intervenir V ordre de deux facteurs consécutifs quelcon- 
ques y sans altérer la valeur du produit. 

Soit, en effet, le produit 

2.6.4 3.5.8.9, 

et supposons que Ton veuille intervertir Tordre des facteurs 3 
et 5. Nous considérerons d'abord le produit 2.6.4.3.5» qui 
^ finit parle dernier de ceux que nous voulons changer déplace, 
et nous pourrons intervertir Tordre de ses deux derniers fac- 
teurs, ce qui donnera 

2.6.4.3r5== 2.6.4.5.3. 

Or il est clair que, si Ton multiplie deux quantités égales 
par une même quantité, les produits seront égaux : doftic, en 
mullipliant les deux produits précédents par 8 et ensuite par 
9, on aura 

2.6.4.3.5.8.9 = 2.6.4.5.3.8.9, 

ce qu'il fallait démontrer. 

Il suit de ce dernier principe qu'en permutant un facteur 
successivement avec son voisin> dû pourra Tamener à telle 
place que Ton voudra, et par conséquent intervertir, comme 
on le jugera convenp^ble, Tordre de tous les facteurs^ sans al-» 
térer pour cela la valeur du produit. 



* Si Ton applique le principe que nous venons d'établir à un produit de 
trois facteurs dont le premier serait Tunité, on en conclura immédiatement 
celui du n" 36: car on aura, par exemple, 1.5.3=1.3.5, c'est-à-dire 
5.3 = 3.5. 
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38. Pour tnuUipHer un nombre par le prodmt de phuieurs 
facteurs, il suffît de te multiplier suceessivemml par chacun de^ 
fadeurs de ce produit. 

Ainsi je dis que pour muttipUer 7 par 24, produit des nouoM- 
bres 2, 3 et 4, il suflit de multiplier 7 successivement par ces 
nombres 2, 3 et 4. En effet le produit 7.24=24.7 (56) : 
mais dans ce second produit on peut remplacer 24 par 2.3.4, 
puisque, avant de multiplier par 7, il aura fallu effectuer le 
produit 2.3.4; donc 7.24» qui est égal à 24. 7, Test aussi à 
2.3.4.7. Or dans ce dernier produit on pourra faire passer 
le facteur 7 à la premièi;e place (37), et Ton aura ainsi 

7.24 = 7.2.3.4, 

ce qu*il fallait démontrer. * 

Il sera {acile de déduire de ce principe une seconde démon- 
stration de celui du n' 54. Supposons, en effet, qu'on ait 800 
à multiplier par 70; comme le multiplicande est égal à 8.100 
elle multiplicateur à 7.10, on aura, d'après ce qui précède, 
8OOX70»S.l00.7a0 = 8.7.100^0 =8.7.1000 ^jM)= 56000. 

59. Il suit de là et du n® 57 que, pour muUlplier un produit 
par un certain nombre, il suffît -de multiplier un de ses facteurs 
par ce nombre en consermnt les autres facteurs. Supposons que 
Ton veuille multiplier par & le produit 24 des facteurs 4 et S : 
je dis qu'on pourra multiplier par 5 le multiplicande 4 ou le 
multiplicateur 6, en conservant l'autre facteur. En cffcf, ou a 

évidemment 

^4.5=4.6.5 = 4.30 (88), 
OU 

24.5 =£4.6.5 = 4.5.6 (57) ==20.6. . 

40. On appelle multiples d'un nombre les divers produits de ce 
nombre multiplié par 2, ou par 3, ou par 4, etc. Ainsi 20, pro- 
duit de 4 par 5, est un multiple de 4. 

41 • On a/)pe/te puissance; d'un nombre le produit de plusieurs 
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facteurs égaux à ce nombre. Quand un nombre se trouve 
2f 3, 4, etc., fois facteur dans un produit, on dit qu'il est élevé 
à la deuxième, troisième, quatrième, etc., puissance. 

On indique cette opération en écrivant au-dessus du nombre 
dont il s'agit, et un peu à droite, un chiffre nommé exposant, 
qui indique combien de fois ce nombre est facteur. Ainsi, 

2' =: 2.2 = 4, est la deuxième puissance de 2 ; 
2' = 2.2.2 = 8, est la troisième puissance de 2; 
2* = 2.2.2.2 = 16, est la quatrième puissance de 2; 
etc. 

42. Il suit du n** 34 que Von formera itne puissance quelconque 
de 10 en écrivant à la droite de Vunité autant de zéros qu'il est 
marqm par V exposant de cette puissance. 

Ainsi la cinquième puissance de 10 est l'unité suivie de cinq 
zéros, c'est-à-dire 1 00000. 

45. Pour faire la preuve de la mulliplication^ multipliez le 
mulliplicaleuv par le multiplicande , et si vous retrouvez le même 
produity vou^ pourrez en conclure que votre opération a été bien ' 
faite (36). 

8 IV. DIVISION. 

44. La DIVISION est une opération qui a pour but^ lorsque ton 
connaît un produit nommé dividende et l*un de ses fadeurs ap^ . 
jjelé DIVISEUR, de trouver Vautre facteur nommé quotient*. 

48. Il suit de cette définition et du m 24, 1* que, si le divi- 
seur est un nombre concret de même nature que le dividcndt% 
on devra le regarder comme remplissant les fonctions de nml- 
tiplicande, et alors le quotient remplira celles de multiplica- 



* Celle opéralion se nomme division parce qu'elle sert à diviser ou à par- 
tager un nombre donne en plusieurs parties égales. Si Ton voulait par exemple 
p.irtager 48 en \l parties égales, il faudrait chercher un nombre qui, rrpété 
■ Il fois, produisît 48: ou regarderait donc 48 comme un pro<luit ayant pour 
ùcteurs 12 et Vunc des parties cLerchées. 
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teur : donc, qiunul le dividende et le diviseur sont deux nombres 
concrets de même nature^ le quotient est' un nombre abstrait; 
'^^ que si, au contraire, le dividende étant concret, le diviseur 
est abstrait, on devra regarder celui-ci comme un multiplica- 
teur; par conséquent le quotient sera le multiplicande : donc 
le quotient est un nombre concret de même nature que le dividende^ 
si le diviseur est abstrait. 

46. Le dividende étant le produit du diviseur multiplié par 
le quotient, on voit que lé quotient exprime le nombre de fois que 
le dividende contient le diviseur (25), et c'est de là que lui vient 
son nom. 

G*est aussi pour cela que Ton défmit quelquefois la division : 
une opération qui a pour but de trouver combien de fois un nom- 
bre eh contient un autre. 

Or, si Ton retranche le diviseur du dividende autant de fois 
qu'il sera possible, le nombre des soustractions indiquera 
combien de fois le dividende contient le diviseur, et sera par 
conséquent la valeur du quotient: d*après cela, si Ton veut 
diviser le nombre 48 successivement par 12 et par 13, on fera 
les calculs suivants: 

48 . 48 

12 13 

l'^ sou>straction. 36 35 

12 13 

2' soustraction. 24. ...... 22 

12 13 

'^"^ soustraction. 12 9 

12. ...... . 

4* .soustraction. 

Dans la première opération nous avons fait quatre soustrac- 
tions: donc le quotient de 48 divisé par 12 est 4. Dans la seconde 
nous n'avons pu effectuer que trois soustractions: douctequo- 
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tient esi 3 ; mais )a division donne pour reste 9 ; d'où Y un voti 
que le dividende 48 est égal à trois fois le diviseur 13, plus 
le reste 9. Donc, quand la division laisse un resUy lequel esi: 
nécessairement moindre que le diviseur y le dividende est égal au 
produit du diviseur multiplié par le quotient, plus cercle. 

47. Lorsque le diviseur est un nombre exprimé par un seul 
chiffre, et que le dividende est moindre que dix fois le diviseur, 
on peut trouver le quotient au moyen de la table de muhipHca^ 
tion. Il suffit pour cela de descendre dans la colonne verlicalc 
qui porte en télé le diviseur, jusqu'à ce que l'on arrive au plus 
grand multiple de ce diviseur qui soit contenu dans le divi- 
dende. Le numéro d'ordre de la ligne horizontale où se trou- 
vera ce plus grand multiple sera le quotient cherché. Ainsi le 
quotient de 39 divisé par 7 est 5 : car, en descendant dans la 
septième ligne verticale, on trouve que le plus.grand multiple 
de 7 qui soit canteno dans 39 est 85, et 35 appartient à la eîn- 
quième ligne boriaontale. 

48. Sile dividende devait contenir un grand nombre de fois 
le diviseur, on voit que l'opération effectuée d'après le procédé 
indiqué au n* 46 pourrait devenir très-longue: il faut donc 
recourir à une mélhode plus abrégée. Soit proposé par exem- 
ple de diviser 7946 L par 327: effectïKfr cette division, c'est 
chercher par quel nooÂre il faut multiplier 327 pour obtenir 
au produit 79461: en comparant le diviseur au dividendei, on 
reconnaît que le quotient contiendra, 

1« des unités simples, car. . 327 x 1 = 327 < 79461; 

2« des dizaines, car 327 X 10 = 3270 < 79461; 

3^ des centaines, car ... . 327 x 100 = 32700 < 7946-1; 

4^» qu'il ne contiendra pas d'unilés d'un ordre plus élevé 
que les centaines, car pour qu'il pût renfermer seulement un 
mille, il faudrait que le dividende ne fût pas plus petit que 
327 X 1000 =327000, et c'est ce qui a lieu ici. Le quotient 
contiendra donc en général des centaines^ des dizaines et des^ 
unités>et par conséquent le dividende 9$ composera des prodttiu 
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partiels du diviseur mulif>lii par les ceniaimSf dizamM él unités 
du quotient. 

< Cela posé, cherchons à déterminer le nombre des centaines 
du quotient. Si nous pouvions détacher du dividende le produit 
du diviseur multiplié par les centaines du quotient, en divi- 
sant ce produit par le diviseur nous trouverions les centaines 
du quotient. Or tout nombre de centaines est terminé par deux 
zéros: donc le produit du diviseur par les centaines do quo- 
tient sera aussi terminé par deux zéros (54) ; donc il sera 
un nombre exact de centaines ; donc il ne pourra se trouver 
que dans les 794 centaines du dividende. Mais 794 peut conte- 
nir en outre quelques centaines qui auraient reflué delà mul- 
tiplication du diviseur par les dizaines et unités du quotient, 
plus du reste, s'il y en a ufi; doue, en divisant 794 par 327, on 
n'obtiendra pas un nombre moindre que celui des centaines 
du quotient; on ne pourra pas non plus en trouver un plus 
grand, sans quoi ce nombre surpasserait le quotient total % ce 
qui est absurde: car il est clair qu'en divisant une partie du 
dividende par le diviseur, on ne doit pas trouver un nombre 
plus grand qu'en difisantle dividende toutentier par ce même 
diviseur**; donc en divisant les 794 centaines du dividende par 
îe diviseur 327, on obtiendra exactement le nombre des centaines du 
quotient; il s'agît donc d'effectuer cette division, c'esl-à-dîrc de 
trouver par quel nombre il faut multiplier 327 pour obtenir au 
produit 794. 



* Si, par exemple, le chiffre des centaines du quotient étant 2, la division 
de 794 centaines par 327 donnait 3 centaines, il est évident que ce nombre 
surpasserait le quotient qui dans notre hypothèse ne peut pas être plu$ 
grand que 299« 

** O^ peut encore démontrer oe principe de là manière suivàtite : 

Pour qu'en divisant 794 par 327, on pût trouver une centaine de plus que le 
quotient B'en renferme, il faudrait que 79\ centaines continssent, outre le 
produit du diviseur par les centaines du quotient^ au moins 327 centaine» qui 
auraient reflué de la multiplication du diviseur par les dizaines et les unités 
du quotient, plus du reste, s'il y en a un (40)^ cai*, pour que le quotient 
augmente de cent «nités, il faut que le dividende augmente dé cent fois le 
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Le produit des 3 centaines du diviseur par le quotient est un 
nombre exact de centaines : donc il ne pourra se trouver que 
dans Jcs 7 centaines du dividende 794, lesquelles pourront can- 
(cnir encore quelques centaines qui auraient reflué de la mul- 
tiplication des dizaines et unités du diviseur par le quotient, 
plus du reste, s'il y en a un ; donc, en divisant les 7 centaines 
du dividende par les 3 centaines du diviseur, on sçra certain 
de ne pas trouver un nom1)re moindre que le quotient cher- 
clié, mais on pourra en trouver un plus grand, car lé reste 
peut contenir 3 centaines. 

Pour vérifier si lé nombre trouvé n'est pas trop grand, on 
mulliplicra le diviseur parce nombre, et Ton retranchera le 
produit du dividende 794; si la soustraction est possible, le 
chiffre que l'on a trouvé est exact; sinon, il est trop grand, de 
sorte qu^il faudra le diminuer successivement de 1, de 2, etc., 
unités jusqu'à ce que la soustraction puisse s'effectuer. Divi- 
sons donc 7 centaines par 3 centaines: en 7 combien de Cois 3? 
2 fois. Je multiplie Je diviseur 327 parle quoiicnt 2 ; et comme 
le produit 054 peut se retrancher de 794, j'en conclus que 2 
.est bien le chiffre des centaines du quplienl tota'. Il s'agit 
maintenant d'en trouver les dizaines. 

Le dividende étant la somme des produits partiels du divi- 
seur par les centaines, dizaines et unités du quotient, si l'on 
en soustrait le produit du diviseur par les centaines du quo- 
tient, le reste sera composé des produits partiels du diviseur 
parles dizaines etunilésdu quotient: ce sera donc un nouveau 
dividende sur lequel on pourra faire les mêmes raisonnements 



diviseur. Le cas le plus défavorable serait celui où les di -naines et unités du 
quotient formeraient le plus grand nombre possible, c'est-à-dire 99; mais en 
multipliant le diviseur 327 par 99, on le répète 99 fois, et en y ajoutant le 
Teste, qui vautau plus 326, on voit qu'il s'en faudra au moins d'une unité 
'que l'on ne trouve cent fois 327, c'est-à-dire 327 centaines; donc il ne peut 
■pas avoir reflué 327 centaines de la multiplicalion du diviseur par le? dizaines 
et unités du quotient, plus du resto, s*il y en a uh ; donc, en divisant 794 par 
327, on ne peut pas trouver un nombre plus grand que celui des centaines du 
quotient. 
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que sur le premier^ et même avec cet. avantage que l'on sait 
d/^jà que les plus hautes unités du quotient correspondant sont 
de l'ordre des dizaines. Ces raisonnements conduiront à la dé« 
termination des dizaines; et ensuite, de même que Ton aura 
passé du calcul des centaines à celui des dizaines, on pourra 
passer du calcul des dizaines à celui des unités, et obtenir ainsi 
le quotient demandé. 

Retranchons donc du dividende 79461 les 654 centaines qui 
proviennent de la multiplication du diviseur 327 par les 2 cen- 
taines du quotient, et nous aurons pour reste 14061 : or, de 
môme que nous avons obtenu les centaines du quotient en di- 
visant les centaines du premier dividende parle diviseur, nous 
trouverons ses dizaines en divisant les dizaines du deuxième 
dividende par le diviseur. Il s'agît donc de diviser 1406 par 
327 ; mais pour diviser 794 par 327, nous avons divisé 7 cen- 
taines par 3 centaines : donc nous diviserons 1406 par 327 ea 
divisant 14 centaines par 3 centaines. En 14, combien de fois 3? 
il y est 4 fois. Je multiplie le diviseur 327 par le quotient 4; et 
comme le produit 1308 peut se retrancher de 1406, j'en cour 
dus que 4 est b'ren le chiffre des dizaines du quotient total; il 
n'y a plus qu'à chercher les unités. Or, pour trouver les dir 
zaines, nous avons retranché du premier dividende le produit 
du diviseur par les centaines, et divisé ensuite les dizaines du 
reste par le diviseur; donc, pour calculer les unités du quor 
tient, nous retrancherons du deuxième dividende 14061 le pror 
duit 1308 dizaines du diviseur 327 multiplié par les 4 dizaines 
du quotient, et nous diviserons le reste 981 par 327. Nous di- 
rons donc : en 9 combien de fois 3? il y est 3 fois. Comme 1^ 
produit de 327 par 3 est 981, on voit que 3 est bien le chiffre 
des unités, et que le quotient demandé est par conséquent 243. 
Remarquons que l'on peut avoir le premier dividende par- 
tiel 794, en séparant sur la gauche du dividende 79461 autant 
de chiffres qu'il en faut pour obtenir un nombre plus grand 
que le diviseur 327 ; que pour former le deuxième dividende 
partiel 1406, il aurait sufQ de retrancher du premier le produit 
du diviseur par le premier chiffre du quotient, et d'abaisser à 
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k droite èa reste 140 ie frcmier det ehîffrw mntàs es diti*- 
étode ; qoe Fod aimît obliena de même ie troisième dWideade 
parliei^Sl en retrainAml éa deuxième le produit da diviseur 
ytÊT iedeiisî^iie diîffre da quotient, et en abaissant à la droite 
da reste M le second des chiffres solvants du dividende. En 
eonsèqwiiee, «n dispose les calcak comme ct4essous : 



79461 


327 


654 


243 • 


1406 




1308 




981 




981 





40. In généralisant ce que nous venons de dire, on en eon- 
dnra ïa règle sniranie : Pour dtvisef^ un nombre par un autre, 
écrivez le divisewr à îa droite du dividende, séparez -les par 
nn trait vertical, ^ouHgnez le diviseur, et placez U quotient 
(m-deiscmf . €efa fetfr , prenez sur îa gauche du dividende assez 
de chiffirs' pour que le nombre qu'ils expriment, considère 
tomme représentcmt des unîtes simples, puisse contenir îe divi- 
seur] vous aurez ainsi un premier dividende partiel, que vous 
diviserez par îe diviseur^ ce qai vous donnera le chiffre des plus 
Jtnutes vmiîès du quotient. Soustrayez du premier dividende 
partiel le produit -du diviseur par le premier chiffre du quotient, 
tl abaissez sur la droke du reste le premier des chiffres séparés 
dans le dividende : vous aurez ainsi un second dividende partiel 
que vous diviserez par le divlsevr, ce qui vous donnera le second 
chiffre du quotient; vous Vécrirez à la droite du premier, et 
vous agirez sur le second dividende partiel et sur le second chif-- 
fre du quotient, comme vous, avez fait sur le premier dividende 
partiel et sur le premier chiffre du quotient j et vous continuerez 
cette série d'opérations jusqu^à ce que vous ayez abaissé le âer^ . 
nier cMffre âwdivîâenâe, en ayant soin à chaque opération été^ 
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crire le qw>timt que vous obtenez à la droite du précèdent. Si Vwi 
des dividendes partiels était moindre que le diviseur^ ce serait un 
signe que le quotient n'a point i unités de V ordre correspondant; 
on écrirait donc un zéro au quotient^ et Von abaisserait à la droite 
de ce dividende partiel le chiffre suivant du dividende total ^ ce 
qui donnerait un nouveau dividende partiel que Von diviserait par 
le diviseur. 

Pour diviser un dividende partiel par le diviseur , il faut diviser 
par le chiffre, des plus hautes unités du diviseur le nombre des 
unités du même ordre que contient ce dividende partiel. On véri^ 
pera que le quotient ainsi trouvé n'est pas trop-grand, en exami- 
nant si le produit du diviseur par ce quotient peut se retrancher 
du dividende partiel. 

aO. lia divisidu d'un dividende partiel parte diviseur ne s'eF- 
fectuant que par tâtonnements, on sent que ki crainte d'écrire 
au quotient un chiffre trop grand peut conduire à en mettre un 
trop petit. On reconnaîtra ^'il en sera ainsi lorsque le- reste, 
obtenu en retrancliant du dividende partiel le produit du divi- 
seur par le chiffre dont il s*agit^ contiendra le diviseur. On aug- 
mentera donc ce chiffre A^une^ deux^ trois, etc., unités^ jusqu'à 
ce que l'on parvienne à un reste moindre que le diviseur. 

n y a toutefois une précaution gui diminuera La nombre des 
tâtonnements: c'est fle regarder le premier chiffre à gauche du 
diviseur comme augmenté d'une unité lorsque le second surpas- 
jsera é (ou appelle cela forcer Vuwité sur ce dbîffre), €t d'àug- 
jpenler aussi d'autant le nombre des unités de méflieonlre q^e 
^renferme le dividende partid. Ainsi, si l'on avait àdivîser 27249 
par 3628, au lieu de dire : en 27 combien de £dis 3? onàks^i: 
en 26 combien de fois 4? Le chiffre 7 ainsi obteou es<t jeffaelt- 
vemeat le quotient de la .division de 27249 par 362a. Oûceaiçâît 
&k €ffet que, le diviseur 3623 élant plus pi^s de 4 naïUe 4»e de 
3 myie, on a pkis de chance de trouver ie qmotienl chenobé iaa 
prenaatpour diviseur 4 miUa plutM que 3 mille. Mais ausi^ion 
court le risque d'écrire au quotient un chiffre trop faible ; car 
le quotient devint plus petit quand le diviseur augmente. (Test 
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pour diminuer celle chance d'erreur qu'on augmente d'une 
unité le nombre des mille du dividende partiel. 

M. On peut enfin effectuer la division d'un dividende partiel 
par le diviseur sans tâtonnements, par un procédé que Ton 
emploie avec avantage quand le quotient total doit contenir un 
grand nombre de chiffres. On forme le tableau des neuf pre- 
miers multiples du diviseur, et l'on y cherche quel est le plus 
grand de ces multiples qui soit contenu dans le dividende par- 
tiel. Le numéro d'ordrç de ce multiple est le chiffre cherché 
du quotient. Ainsi, dans l'exemple du n? 48, nous verrons que 
le premier chiffre du quotient est 2 : car, en consultant le 
tableau des multiples du diviseur : 

1«' multiple 327 

2- 654 

3« 981 

4« 1308 

5* 1635 

6* 1962 

?• 2289 

8« 2616 

9« -. 2943 

on reconnaît que le plus grand multiple de ce diviseur qui soit 
contenu dans le premjer dividende partiel 794 est le deuxième. 

84. Pour diviser un produit par un certain nombre, il suffit 
de diviser Pun de ses facteurs par ce nombre, en conservant les 
autres facteurs ; car, en multipliant par ce nombre le nouveau 
produit qu'on aura obtenu par la division d'un des facteurs, on 
retrouvera le produit primitif (59). Veut-on, par exemple, di- 
viser par 15 le produit de 135 par 47? on commencera par 
diviser le facteur 135 par 15, ce qui donnera 9^ puis on multi- 
pliera 9 par 47. Ce produit 9.47 est le quotient demandé, car 
en le multipliant par 15 on retrouvera le dividende 135.47. 

Pour diviser un nombre par un produit de plusieurs facteurs, 
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ù suffit de k diviser sticcessivemmt par chacun des fcu^urs de ce 
produit; ainsi, pour diviser 360 par 8.9, on divisera ce nombre 
par 8, ce qui donnera 45, et on divisera ensuite 45 par 9, de 
sorte que le quotient 5 de cette seconde division sera celui que 
Ton doit trouver en divisant 360 par 8.9. En- effet, en multi- 
pliant ce deuxième quotient ^ = 5 par 9, oh retrouvera le 
premier 45 ==^5^, et en multipliant celui-ci par 8, on obtien- 
dra 360. Donc 360 est le produit de 5 par 8.9 (38); donc 5 est 
le quotient de la division de 360 par 8.9. 

tfS. Si le dwidendc et le diviseur sont terminés par des zéros ^ 
on en supprimera sur la droite de tous les deux autant qu*il y en 
a à la suite de celui qui en contient le moins; puis^ en effectuant 
la division des nombres résultants comme à V ordinaire^ on obtiens' 
dror le quotient demandé. 

En effet, supposons, pour fixer les idées, qu'on ait supprimé 
trois zéros sur la droite du dividende et du diviseur. Par la sup- 
pression des trois zéros dans le dividende, on a divisé ce divi- 
dende (27), et par conséquent le quotient, par mille; car le 
dividende, qui est le produit du diviseur par le quotient, ne 
peut être divisé par mille, si l'un de ses facteurs ne change pas, 
qu'autant que son autre facteur est lui-^mème divisé par 
mille (S2). En supprimant trois zéros dans le diviseur, on Ta 
divisé par mille, par conséquent le quotient a été multiplié par 
mille : car, si un produit ne change pas, et que Tun de ses 
facteurs s.oit divisé par un certain nombre , il faut nécessaire- 
ment que l'autre focteur soit multiplié par ce nombre (59 et 
^2). Mais c'est après avoir multiplié le quotient par mille qu'on 
Va divisé par mille; donc il n'a pas changé de valeur. 

84. On peut encore abréger le calcul de la division, en effec- 
tuant à la fois les multiplications du diviseur par les différents 
chiffres du quotient et les soustractions correspondantes. A cet 
effet, on soustrait successivement les produits partiels résultant 
delà multiplication de chaque chiffre du diviseur par le chiffre 
du quotient sur lequel on opère, du nombre d'unités de même 
ordre que contient le .dividende partiel, et Ton augmente le 

3 



^ CAtXXIL DBS I«OlimBS ENTfKRS. 

Mèniph/Oi^ànà nous avons voulù^vérîfier, dans rexémple 
du %* Î4Ô/SÎ le second cTiiïJrrè 4 3u quotient n*étaît pas trop 
gî*arîd, nô'Uls avons itîUftîpiîé ïe Hîviséiir 327 par cq nombret, 
écrîtïè produit 1^300 aù-tiessôus du Sivîdiencle partiel 1406, et 
nôUs avons éflectuè èhsuife la soustraction. Jtn lieu d'opérer 
iiïis\\ ïïôus flfrôns'-làtdîs^tônt 28 ; 6fé de 6, cela né se peut 
pas; j'ajoute 3 dizaines pour rendre la sbuslracf ion possible, ce 
qw,&Jt/ae;^/àH5 dtJ'â^^ ji.pesle^;'fet^e Trions 3^ âftn flten 
ïli^ini^nier le ^produU^âûs àieaioes du diviseur, pcrr èecpiotient 4» 
Qi 4^ ^r^stituf r «iosi-au 'Fé9tQ >sa iféuritAbte ^leûr. 4 «feiâ âfaûtê, 
<4?, !ii;>^t6^^r<)>:\<Hd)l fiQi«e:pj3Ut pas; j'aîolitc â dteftaws^vce 
qui fait 20; 11 ôté de 20, il reste 9, elije.'ifetieB5ïit:4.)fi»9:a 
loj^t :l8s:^.l :?...ffc; fèéji^ Ik^yil reste Ô* L'eKcèfi .du jdiiS- 
d«^^de.;pi3iryçl:ifW*r^or iç'jJpodUitlda.diTOBur par têichiUiDe 
4.dMi^4^pt|Qf^t$s^ cl€a\c 8â^'oomia^nûU6'Jfa$k)fi8 Bffe^^ 

ItÇUV^ -^ ,:.. ■:..,..-• : - :-:;......::::.. . 

liOii&^^j^i<yis^^r e$jt ^j^timê pftiluniseiil chiiive, pn^abirége 
r QpéraiU». [aiosi^qi^'Hj^vU^ 
7^ 1^9 ii^r:9,:W^fS&ft9^e.tes ^ftlculâ camme ci-deaBous.:.. 

'- -- ''--'■■'■ - ■"■ "■ ■'- ^--76^' 

■" ■ '■'^UOrîéhL . : . . >.*..* "8465^ 

' ' ' ^îtcke: . ..' ; . .".-. :. 4' 

l)ilis;au ^i: te:neiiviènteidè!7i6 est A, iqua4'écrlsi)àb4?à^gôii« 
djef>;;etiil!T^i3e luhitts qiii:valeirt:40^ et iyki; Jto îi«u>'\tîème 
de 41 est i^jqUôjtiécris à:lâdi5oitCitle^a;ietil ji(^6te5u|rjltés qui - 
valent 50, elS^ 58; le neuvième de 58 est 6, que j'écris à la 
dïtiilc de 4; "çtîl reste*4 UnÏÏéi^qdî vâIehC40, et â,-49;'le neu- 
vfè'ure'ïré'49 est "5, quej*écris*â la aïoilè dx? B ;*etUreste 4/Àij&si 
le* qiimièht cfiércKé est 84*65,' et le "reste est 4. . 

8!^, L(mq!U*onmulliplie k-âiiiMende^etkdivkeù^'pùr^unmt^iê 
nomhn^ $î qu^on. divisa les.prùébuj^ Vuriipar l^uire^h qu&Uerit'7%e 
chaiiaeip(u^nmûMrBst^Bslrmultipi$éjpim4e^noi¥$b^ 



se» 4€9$K tS^J^ :V^Ki^ ;KHP^K;e.; k;preu;ii^e jl!4iwajéié par le 
^t 1^^ d&ia {Q^i^Jj^Uc^^^^.'C^u Jivl^eiir (fA),: d^ficle quotient 
n*aiira pas changé, ^^4^ «T^te ,^a joulUptié par xe jEttu&bre« 
, ii9<^ B»¥t jf caret :la prem& 4^ la diqiràifi^ ^MjmuUîpHê k di- 
m^fi/à" ,ïf0rAç :i(fuaiidMy ùa^y-AiauuM^rest^ M «i la ^fifnme €s^ 
égale au dividende y on en conclvâ^a,^^ fopéi^aHtm, 4i êêé Mm 

8 V. APPLICATIONS. 
jgftÔBlâ^iE J. . Untm^ ^^0J!fyêtQ 19 frams j.quei sera/h fni» 

Il est évident que 42 ipè^^ . qûûtçjrûnt éQ jfoîs .pkis qa*aii 
mètre^ et qu'ainjsije^prix ^^^.c^s 42 mèlref ^era 42 foi^aQfr., 
c^estY^L^dir^^^^^^ / ' : .. 

II. 20 ouvriers ont mis 30 jours pour fairAW^j^tam.ùU'* 

Pour faire ToOTrage eii^un-jour^ il fairt évWemment-30 fois 
plus ^'ouvriers que^pauriefaire çn 3p joiir^„^tjBaytC(î»sé®i|&nt 
30 fois 20 ouvriers, "c'est-à-dire 20°"^ x 30 ^ÇQdif'.ir. 

^ JJt[. ;Fii|jOiWv«?«^:ft;^^ô/a*É.iWi5 j^ Iê:(^vri6r!squi4ra'' 

vaillaient 10 heures par jour : combien un seul ouvrier aurai^il 
mis d'heures? '''"'■. - - ■ 

Trayaiiler,]ji^^^ l5JQui;s.jÇt 10 l^ejijre$ ^p^r jûur^ic'^st 
travailler; pendant .15 fois .lOthejures, ^c'^ist-à^k^ pw^wt 
lp';)<;i5=p:)50iS Or, s^ V6,qui(riersofù^p3is ,1,5p. ^^ pçiur 
faire un certajn o^vr^^g:?, j.1. e^t ,eiair.jp.!ua,§çul, eaj^ploiepa 
16 fois 150 heures, ou lôO'^X 16=: 24QQ^ 

* Pour indiquer uu nombre d'unités concrètes, nous écrirons aurdessus ^e 
ce^jEkoffîbre^ etun peu à^oite, la lettre initiale du nom de cette ojaitè; ains 
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IV. On sait que le jour se compose de 24 heures, rheure de 
60 minutes, et la minute de 60 secondes : on propose de trouver 
combien il y a de secondes dans TANNéE tropique (on appelle ainsi 
l'intervalle de temps qui s'écoule entre deux passages consécu-^ 
tifs du soleil par Tëquînoxe du printemps), qui est à fort petk 
près de 365 jours 5 heures 48 minutes 5 i secondes*. 

On verra facilement que 365 jours 5 heures valent 8765^, 
que 365 jours 5 heures 48 minutes valent 5S5 948', et qu'eqpn 
rannéc contient 31 556 931". 

V. 42 mètres d'étoffe ont coûté 798' : quel est le prix du 
mètre? 

Il est clair qu'un mètre coûtera la quarante-deuxième partie 
du prix de 42 mètres, c'est«à-dire une somme qui, multipliée 
par 42, reproduira 798'. Ainsi le prix du mètre est le quotient 
de la division de 798' par 42, ou 19'. 

VI. On a employé une troupe de 600 ouvriers pour faire un cer^- 
tain ouvrage en 1 jour : combien faudrait4l d^ ouvriers pour Vexé" 
cuter en '60 jours? 

Pour faire l'ouvrage en 30 jours, il faut 30 fois moins d'ou- 
vriers que pour le faire en 1 jour ; il faudra donc la trentième 
partie de 600 ouvriers, c'est-à-dire ^•'*'= 20°"'. 

VII. 42 mètres et étoffe ont coûté 798' ; quel sera le prix de 
25 mètres de cette étoffe? 

Cherchez le prix du mètrc^ et vous retomberez sur le pro- 
blème 1. , 
Réponse : 475 francs. 

VIII. 20 ouvriers ont fait un certain ouvrage en 30 jours ; cômr 
bien aurait-il fallu d'ouvriers pour V exécuter en 12 jours? 

Cherchez combien il faudrait d'ouvriers pour faire l'ouvragé 
en 1 jour, et vous serez ramené au problème VI. 
Répome : 50 ouvriers. 



* Pour indiquer un certain nombre de minutes ou de secondes^ on est con* 
veau d'écrire au-dessus de ce nombre, et un peu. à droite^ un ou dem ac^ 
cenls: ainsi 48' 51" signiâera 48 minutes 51 secondes. 
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IX. 45 mètres d'étoffe ont coûté 15* : combien aura-t-on de 
mètres de cette étoffe pour 25'î 

Cherchez combien on aurait de mètres pour 1'. 

X. 25 ouvriers ont fait un certain ouvrage en 9 jours: combien 
15 ouvriers auraient-4ls mis de jours à le faire? 

Cherchez combien un ouvrier mettrait de jours. 

XL Ik ouvriers ont fait lOQS mètres d^un certain ouvrage: 
combien 11 ouvriers en feraient-ils? ^ 

Cherchez combien un ouvrier ferait d^i^cs.,^ 

XII. Un ouvrier a fait 58 mètres d'ouvrage en 348 joms : com- 
bien aurait-il mis de jours pour en fqire]J^1 

Cherchez en combien de jours cet ouvrier ferait iMnètre. 

XIII. Une troupe d'ouvriers a fait 180' mètres d^un ouvrage 
dont la difficulté était représentée par 15 : combien auraient4ls fait, 
dans le même temps^ de mètres d*un ouvrage dont la difficulté se- 
rait représentée par 36 î 

Réponsç : 75 mètres. 

XIV. Un ouvrier^ dont l'activité est représentée par 28,. a mis 
khjQurs pour faire un certain ouvrage : combien de jours mettrait 
un ouvrier dont T activité serait représentée par 35 î 

Réponse : 36 jours. 

XV. Une garnison composée de 1800 homm>es n*avait plus que 
pour 14 jours de vivrez quand elle fait u/ne sortie dans laquelle 
elle perd 400 hommes : combien pourra-t-elle tenir, de jours en 
supposant qu'elle ne fasse pas de nouvelles pertes? 

Réponse : 18 jours. 

XVI. Un salon a 72 décimètres de long sur 57 de large; on 
voudrait le parqueter en employant des planches de 2 déci-^ 
mètres de largeur sur 18 de longueur : combien faudpeht-il de cet 
planches? ,; 

Réponse: 114. ' > 

XVU. D&ax courriers partent en mkne temps de Dijon û dé 
Paris, pour aller à la rencontre Vun de l'autre; le premier fait 



ftO kilofnttréÈ^ par heure} IS sèéônâ Fî;* là àiàamè dés ptnnis^ de 
départ est de 320 kilomètres : i^ornbiéh hùt f&tedrà-PM â'hèiM'eê 
pour se rencoritrér? 

Paris et Dyon étant éloignés de 320 kilomètres^, les deux 
courriers doivent par conséquent «e rapprocher de cette dis- 
lance ; mais, puisqu'ils marchent à la rencontre l'un de l'autre, 
et qu'ils parcourent respectivement 20 kiloinètres et 12 kijo- 
m'èfrè^ paf heùi^è, Hé se M'pl^rpôtient de 32 kîiômètrefs en t^e 
heure et par conséqupnt de 3^6*. kilomètres en ïd heures. Éri 
effet, l'un aufa ^i^cdùrii 2!Ô^^.i6'=2dO kilomètres, l'autre 
ia^ii,iaa= igo kHomèti^s, et - 800*^ -f lîo^ >= 32e tilotnè- 
très. ' -• -'••■ :• •. ■ ■ ■ ', ■• .■-.....• , 

XVnt ^Jtlësôùdrè lé niêine problème, en supposant que les 
Stm^i ebiftf fer« mrffchèiit rf^^^ 

^ XjX,jParmgf«r l:^kmd^z petrlies dgnt la différence soui^. 

Si la plus petite partie était connue, eu y ajoutant la. diffé^ 
rence 16 on aurait la plus grande : donc le nefnbre 134- se 
compose du double de la plus petite partie, plus 16; donc^^en 
feri rètrârichHnt ïi'M àiik ce dbubfVvâ'oiîc îà pîil^pètftef (iàft^^ 
Mil ^i^ ^ i|fi i=; §4,' et jiàt c6'ilsê(iuenî là pluî grande és< 
égaleà 184— 84i=îèÔ/^ ' V .. * 

XX . Partager ^3 1 6' entre ^ua^re- per^on/neSy • de ^ manière - que 
la deuçsïèrne ait le double, de la premier e^ qv^e . Iq. iràisième ait le 
triplé de lq-deuxiQnie,jt ^ue la quatrième' ait autant que.tes trais 
autres ensemble. ^^. „. . , ._ _ . , , ',,,.,,,.. 

Puisque la troisième à le triple de Jk deuxième, elle recevt-a 
3 fois 2 fois ou 6 fois la part de la première ; aldrs la pari de la 
(ïtMfrîèBiB, '^m'd'ôft ê!fé la «offiaiè dfes tribîs ài trë^^ §è co'rîipo- 
sera dé 1 foiSTâ fJSMdêlà pféMèrë, plus S fôfe cette \)att, ^liîà 
ètifcoWé^teîîS èéfté^èift; t'e'M^aft^ *lë %T6is cétlë ïrfôttîe fiàrt. 
1 La somme à partager vaut donc 1 fois + 2 fois -f 6 fois^+'^'^ftîs^ 
c'est-à-dire 18 fois la part de la première ; doné fefefté pfi est 
Vi, dix7)M4itième:.|)aç(ie de .2^6 j, done: ^le v^«tdl2^. Aîpr^:k 
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quatrième, 12' + 24^+72'= 108'; et, en effet, ces quatre part 
réunies font 216. 

XXI. Un joueur, interrogé sur les gains qu'il a faits aux 
quatre parties. qu'^a^fauées, répond^: A £» dêuotièine partie ^ mon 
gain a été le triple de celui que fai fait à la première ^ moins 12'; 
à la troisième, fai gagné autant qu^aux deux premières y plibs 6'; 
à la quatrième, fai gagné deux fois plu^ qu'à la deuxième, et en- 
core trois fois fAus qt/àla irois^m&, mlÂns'l&^; et mon gain 
totalest \Wk .. .. •'. ^ V . 

Le gain de h ti^oisièrne partie, SQ CiWipa^ç de. cekii dei^ pr^ 
roière^ de 3 fois ce gain moins 1 ^', plua Q'^ c'e^t-àrdi];e. dç 4k fois 
le gain fait à la première partie moins 6'. A la quatrième, 
notre joueur a ileçu, d*une part, 6 fois le Bénéfice qu'il avait 
fait à la première, moips 24'; et d'une autre part^ 12 foi& ce 
même g:ain, moins 18*, moins 126' : donc Iç gain quMI a fait 
à la quatrième partie égale 18 fois celui de la première, moins 
168'; pat- conséquent le gain total 126' se compose de 1 ifois^ 
plus 3 fois, plus 4 fois, plus 18 fois le gain dç la prépaiera 
partie, moins 12', moins 6', moins 168', c'est-à-dire de 26 fois 
ce^sii», ffiôiM 186*; si donc bti ajoute !8e^& îfi6', la somme 
aifi^vatfdi^ 36 foi» le^aitt que Wèlre jèti^or à faît àla prètnîére 
pirftié; donc oè gaié^gâlé ^}^'^W; dohe il â gagné k la 
seconde partie 12'.3 — 12 = 24*; à la trôi^ôtné, 13» -f è4' + 
6'=^rOTfifti àlâ quatrième, 24'.8-f4»^,3tt-rl^s^4af : 
en effet, \^ ^pmnve de ces l?énéflce$ partol$ compose le f«^in 
total 126'. 



CHAPITRE IIL 

PROPRIÉTÉS DES NOMBRES. 



S I- DIVISIBILITÉ DES NOMBRES* 

67. On dit qu'un nombre en divise un autre, ou est un diviseur 
de cet autre, lorsque leur division ne laisse pas de reste. 
Arnsî 4 est un diviseur de 12. 

S8. Lorsqu'un nombre en divise plusieurs, il divise leur 
somme. 

En effet, chacun des nombres proposés vaut un certain nom- 
bre de fois le diviseur dont il s'agit; donc leur comme vaudra 
un certain nombre de fois ce même diviseur; donc il en sera 
un diviseur exact. Par exemple 6, qui divise les nombres 18, 
42, 90, divise leur somme 150. 

&0, Tout nombre qui en divise un autre 4^vise ses multiples. 

Ce principe est une conséquence du précédent : car un mul- 
tiple d*un nombre n'est autre chose que la somme de plusieurs 
nombres égaux à celui-là (40). 

Exemple. 6 divisé 18, et par suite il divise 18 X 13=234. 

60. Lorsqu'un nombre en divise deux autres, il divise leur dif- 
férence. 

En effet, chacun des nombres proposés vaut un certain nom- 
bre de fois le diviseur dont il s'agit : donc leur différence vaut 
un certain nombre de fois ce diviseur; donc il en est un divi- 
seur exact. 

61 . Un nombre est divisible par 2 quand il est terminé par un 
zéro ou par un des chiffres pairs 2, 4, 6, 8*. 



* On appelle nombre pair un nombre exactement divisible par 2, parce 
qu*il peut être partagé en deux portions pareilles ou égales; par opposition^ 
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U Si le nombre est terminé par un 0, il est un multiple d(^ 
10 (26); mais 10, qui égale S X 5, est divisible par 2; donc le 
nombre proposé Test aussi (SU). 

St!" Si le nombre est terminé par un chiffre pair, ou pourra 
lé eoneevoir décomposé en dizaines et unités. La partie des 
dizaines est, comme nous venons de le voir, divisible par 2 ; 
la partie des unités Test aussi, par hypothèse : donc les deux 
parties du nombre proposé étant divisibles par 2, ce nombre 
Test aussi (^). 

62. On démontrerait de la même manière qu'wn nombre est 
dimsible par 5 quand U est terminé,par un ou par un 5. 

65. Un nombre est divisible par 4 quand le nombre représenté 
par ses deux derniers chiffres à droite est divisible par 4. 

En effet, concevons le nombre proposé décomposé en cen- 
taines et en unités : la partie des unités est, par hypothèse, divi- 
sible par 4; la partie des centaines Test aussi, car tout nombre 
de centaines est un multiple de 100. Mais 100 = 10. 10 : or dans 
10 il y a un facteur 2, donc dans 100 il y aura deux facteurs 2, 
donc 100 est divisible par 2.2 = 4, et par conséquent tout nom- 
bre de centaines l'est aussi : donc les deux parties du nombre 
proposé étant divisibles par 4, le nombre lui-même le sera aussi. 

On verrait de la même manière qu'un nombre sera divisible 
par 8=2^ par 16 = 2*, etc., quand le nombre exprimé par ses 
3,4, etc., derniers chiffres sera divisible par 8, 16, etc. 

C4. Un nombre est divisible par 9,: quand la somme de ses chif- 
fres, considérés comme représentant des unités simples^ est elle- 
même divisible par 9. 

Nous allons d'abord démontrer qu'une unité d'un ordre quel- 



on nomme nombre invpair un nombre qui n'est pas exactemen.t divisible par 2. 
Si donc on divise un nombre impair par 2, on aura pour reste un^.upité: de 
sorte qu'wn nombre impair est égal à un nomlre pair augmenté ou diminué 
d'une unité. 
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eonqm estimmuitipU de 9 auffménUéNinéwn^simpUi SEiï^us 
muUîplioûs en effet par 9 Jûn itbmbTé «xprMiè p»r tant dé 
chiffres 1 que l'on voudra, il és\ clair qile lè produit nesem 
coDE^posé que de chiffres 9, et q[u'aiiisi, en y ajoutant utie tin^ité, 
le résttUat sera exprimé par ruidlé smiie d'autant dé zérd» quil 
y avait de chiffres 1 estai tenitihipiicande : donc onêuiiftèd^un 
ordre quehronqae est tm multiple de neicfàxigmetùè d'uni imilè^ 
etr par coiisé(|uent â^ 8, 4.... Unités de cet ordre Taudtoul tin 
multiple de 9 augmenté de 2,3,4.... unités simple». 

On voit d'après cela que, si l'on conçoit le nombre proposé 
décomposé enr ses diverses collecttOEis d^utrités^ehàbuuè d^^èHes 
sera égale à un multiple de 9 augmenté de son-ehiffre^signi-A 
ficatif considéré comme représentant des unités simples : donc 
ce nombre est égal à un multiple de 9 augcnentâ de lasomaie 
de ses chiffres significatifs^ Si donc cetle somuie e^ divisible 
par 9, le nombre le sera aussi (ô8). 

Rçmar(]uez que cette démonslr«ilion prouve queUreste^ deUik 
division, d'un ncmbre quelconque par .9 e^st cekiimêmt ^^^ ïon 
obtient en divisant par .^ la somme de ses. -ckiffr es additionnés, 
comme s* ils représentaient des unités simpleè. v 

^8* On démontrerait de la môme mnnièrô' qo'tinnowdre f«^ 
divisible par ^ qiMmd ia scf^mme de eescfnffrés sî^ifiMifs^ co/i-- 
sidérés (^mme repfésetHani des unités simples^ esi eUe^-mêm» diti- 
aible par 3. Seulement) pdUr prouver q\x*un6 unité dtnjbn ^dre- 
quelconque est un multipte dé ^'Ougmmté d'une unUé.smpk^ 
il faudra multiplier par 3 un nombre exprimé par tant de chif- 
fres 3 queJ'<)n ¥ou4rai et ajouter uixe unité au preduit; ~ 

66. Un nombre est divisible par 6 lorsqu'il e^ petit y et que la 
somme de is.es chiffres^ considéra iiçmmétepréWdem^des unités 
simples j est divisible par 3. 

Puisque la somme des chiffres du nombre proposé est un 
multiplede 3, eenombre sera divisible par 3 (6ë). Or je dis que 
le quotient de cette division sera divisible par 2. En effet, si Qe 
quotient était un nombre impair, en le nmllipliant par 3 an 



tr&dfBmtvtÊi rÊOfàibt^ impiit^ car le pro^doit dé êen% Ti(Mhv^ 
impairs est éécessairement impair* : misî^ en friQUiptiaiif le 
dSvi^emr par te qâoti^it, on ne tettonretà^i pas le ditidonde^ 
puisque lioos àyotirsutyposé que cedividetide était nû imtnhre 
pair. Le qoàtiëAt ie te division dtt nombre propx)sé par 3 edl 
donc divisible par % : donc le nombre proposé ser^ égâi au 
^(tioffent de celte seéoiMie ^Hriston multiplie par' 2, pais par 3» 
e'est^à-dife lïînltiplîé |»ar 6^ (59)$ donc il e^ divisiMe par i. 

*«7/ i^ W(WW*r^ eiï éitîsliiô p4r 1 1 çtitfntf là diffêHnàé entre 
kê somme d& hs ^ifftes de rafng impair et là smme de êès ôMf- 
fres d& rang pair m eU^ntémê diviêibhpifr Ili 

Pour le démontrer, nets allons oberc^her quel est lé resté 
qne donne une :m1ité d'un ordre qtt^êonqne divisée pâf il,- ce 
q&i se fera en divisant par 1 1 le nombre Représenté par l'unité 
suivie d^Qn nombre ioriéfinî de zéros ; car^ suivant que Ton 
aura employé un, deux, trois, etc<, de ceé zéros, te reste cor- 
resfioBâsÉtit écr-A évidemment celui que donne drte dizaine, une 
centaine, un mille, etc., divilè pan* 11; d'ailleui^ une tinifé 
divisée par 1 1 donne 1 pour reste" : 



100 
10 



li 



09 



On voit qu'en divisaintdh imitèspftr il-on a pour quotient 
et 10 pour reste; qu'en divisant 100 unités par 11, on a 9 pour 
quotient et 1 pduf reste; et oommie en abaifii^fît m 6 hla 
droite de ce reste, on retombe stfr le premiei- dividende par-^ 
tie) 10; il s'ensuit que leS' mêmes quotients et lès méméd rentes 



* JÈn effet, uji nombre impair est égal à un nombre^ pair. augmwité d'une 
uiiité : donc te prbduH de deux nôiatrës impairs est égal au prddiiit du mul- 
til^ihsimdf par OQ noMJSr^ pair, plVâ mk mv\é àitiltipHeaàde , c'ësi-à-diré 
est égal à un nombre pair augmenlé d'une uoité^ ç^im.cft prpdiilt mk impair. 
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se reproduiront périodiquement et à Tinfini. Puis donc qu'une 
unité divisée par 1 1 donne pour reste 1, qu'une dizaine donne 
pour reste 10» on voit que toute unité (Tordre impair est un mut-' 
tiple de II augmenté d'une unité simple j et que toute unité d'ordre 
pair est un multiple de 1 1 diminué d*u7ie unité simple. Donc, 
si Ton conçoit un nombre quelconque décomposé dans ses 
diverses collections d'unités, chacune d'elles sera un multiple 
de 1 1 augmenté ou diminué de son chiffre significatif, consi* 
déré comme représentant des unités simples, suivant qu'elle 
sera d'ordre impair ou d'ordre pair; donc ce nombre est égal 
à un multiple de 1 1 augmenté de la somme de ses chiffres de 
rang impair et diminué de la somme de ceux qui sont de rang 
pair; donc il sera un multiple de 11, si la différence de ces 
deux sommes est elle-même un multiple de 1 1 ; donc un nom* 
hre sera divisible par 1 1 quand la différence entre la somme de ses 
chiffres de rang impair et la somme de ses chiffres de rang pair 
sera elle-même divisible par 1 1 . 

Le nombre 987654321 est-il divisible par 11, et s'il ne Test 
pas, quel sera le reste de la division? 

La somme des chiffres de rang impair est 

1+3 + 5 + 74-9 = 25; 

celle des chiffres de rang pair est 

2 + 4 + 6 + 8 = 20; 

donc le nombre propasé est un multiple de 1 1 plus 25 moins 20 ; 
donc le reste de la division est 5. 

On peut simplifier ces calculs, en ayant soin de retrancher 
1 1 de la somme des chiffres que l'on additionne, chaque fois 
que l'on obtient une somme partielle plus grande que 11 ; car 
il est clair que l'on aura ainsi diminué la somme des chiffres 
de rang impair et celle des chiffres de rang pair, chacune d'un 
multiple de 11, et qu'en conséquence leur différence aura été 
altérée seulement d'nn pareil multiple. 
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Ainsi dans l'exemple ci-dessus nous dirons : 1 et 3, 4 : et 5 
9; et 7, 16; moins 11, 5; et 9, 14 ; moins 1 1, 3. En opérant de 
même sur les chiffres de rang pair, on dira : 2 et 4, 6; et 6, 
12 : moins 11, 1; et 8, 9. Ainsi le nombre proposé se compose 
d'un multiple de 11, plus 3 mmns 9, c'est-à-dire d'un multiple 
de n moins 6; ou, ce qui revient au même, d'un multiple de 
11 plus 11 moins 6, c'est-à-dire d*un multiple de 11 plus 5; 
donc le reste de la division est 5. 



* 68. Cherchons maintenant les caractères de divisibilité 
d'un nombre quelconque par un nombre donné. 

Pour fixer les idées, nous supposerons que le diviseur donné 
soit 7. 

U est évident que si, sans effectuer la division du nombre 
proposé par 7, nous pouvions cependant trouver le reste de 
cette division , nous verrions à l'inspection de ce reste si le 
nombre proposé est ou n'est pas divisible par 7. Tâchons donc 
de découvrir ce reste. 

On sent que si l'on divise 2, 3, 4,.... unités d'un ordre quel-- 
conque par un certain diviseur, le reste que l'on obtiendra 
sera 2, 3, 4,... fois plus grand que si Ton divisait une unité du 
même ordre par le même diviseur. Par conséquent, si nous 
pouvons déterminer le reste que donne une unité d'un ordre 
quiconque divisée par 7, nous aurons facilenient les restes 
respectifs qu'on trouvera eu divisant par 7 les diverses collec- 
tions d'unités .du nombre proposé, et la somme de ces restes 
sera celui même de la division de ce nombre par 7. 

Cherchons donc quel est le reste que donne une unité d^un 
ordre quelconque divisée par 7. Pour cela il n'y a qu'à diviser 
par 7 le nombre représenté par l'unité suivie d'un nombre 
indéfini de zéros, ce qui donne le calcul suivant : 



♦ Dans toute cette théorie, nous entendrons par reste d'une division Texcès 
du dividende sur un multiple quelconque du diviseur. 
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50 


1 ;4|85? 


.2.0 




>6i0 
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MO 




50 




.10 





En examinant le tableau ci-dessus, on reconnaît : 1* que 
une unité ^ une dizaine ^ une centaine sont des multiples de 7 aug- 
m^n^ n^eoHvefmnt :d*tAney'ÈrôiSy4$uxmfHtés vimph^^^"^ ^\iie un 
mille, une dizaine de miiUe, une cenlaiHieâ^ >mUk donnent 
pour xeales isiso^ quc^tm^ dnq^nitéSy jet:qix*>ainsi JunnUlk^ wie 
dizaine de mille y une centaine de mille sont des muUipleé- dêf 
dimmàés respf&ctivement deMne^ trois, dêux^umpés ^mpl^jStOïMae 
)as jcest£s.obieims>daiifi la division -d^efiBufi %e refroduisent 
périodiquement À Xiiiii«)i,:la loi qiue nous^vei^pns de^i'eeos-> 
QatlEepoufLles \ui:dtéSiMismne»M tmtêi'ms^ûei'éfim preffîiem 
ordres d'unités ternaires se soutiendra pour^cedles àwkOFdres 
suimxits; par conséquent,, ai. l'on partage Je nofiilH'e>propdsé 
enitrancbës de trois chiffre^, enaOânt de droite^ gapc^, on 
\»rca.que dluzie. quelconque de ces traiiches^«arami:tiiiiltt{Ae 
die 7 aBgin£iDtë oucdimmué^^selon qu'elle sera de TMgâ«)f»»Hr 
Ottjde rang pair, de.ntieiois sestinâ^, trois ton^sdigûims^i 
d^swtoist ses û0tUati2^.Si<lonc^o&aiuUipUe les unités, n/SoeÀ^a^^ 
cQnlaifi<i& de jehaiiue trancha respectivem^U par i^, a, 'S» -le 
ii<9i|iMrj^;pi^Qfiié.â6mJgiftl à;iinBM|ltipleide 7 augmenté de4a 
somme des4)rQduit^.qulpraYienQant£kiii6ide&traiiûbes.de^cang 
i^fiair, .0t dk^ijubé deja 6<difime de eepx jquiinésuUcnt des 
traQc}ie»d^vaQg:pw;<du>;Ce qui.reviieatâu itt^me^iaugamilé 
au jdiWiiiAé:tle kdUfénQnûe^d:^oe&ideu&^pfnmes^;8eiDaîque la 
première sera plttSigEi^ilou, plus; petite {qiK ]^jsefiûBda.ik>Eic, 
suivant que cette différence sera ou ne sera pas divisible par 7, 
, le nombre lui-même sera ou ne sera pas divisible par 7. 

£a;empZcs. 1* Quèl.est.Je rçste .q^!e-^>AiQ^.b,ti^^4^1a»<e^.4iYi»»t 
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4487:$»a»L6Sa£ipâr 7? L'an^atiim dis k règle pièeédealè 
conduit aux calculs suivants : 



,5. 1 = 5 






/ a, 4 =;= 6 


'[ 3. "3 = 9 






A 4. 3 =^ 12 


\ "2. 2 = 4' 


Tranches 


J 2. 2 = 4 


branches ] 3. 1 = 3' 


de rang 


pair. 


1 6. 1 = 6 


ic î^ng impâlï-.ys; 3 =15' 






f 7. 3 = 21 


7 9. 2 = 18' 






\ 8. 2 = 16 


'( 2.1 = i 






— 


\\. 3^12 






65 


- ffo- 









68; 

i^ÎDailenombre proposé es! égal.àun multiple de 7 aug- 
maillé .de* fiB uni|^^.âiaiimi6de'6ô junités, c'est^^Artdire à un 
lUIiUiple de 7r:augmeDtéde (ôB^^ôd^^s^S unitéa; donc leréste 
46Jâdîtisîim;est:3. 
^^2<«^Q4lû^@&t.lexefiteâeladWi6idn deâ7Bi457ê9aâi par 7? 





' 1. 


1 =^ r 




) 9- 


I = 9 


. . .. • 


i^- 


B= g; 


• 


18. 


3 = 24 


" Tranchés 


V 


2 = 6' 


Tranches 


)'• 


2 = 14 


de rang impair. 


r- 


1 = 5 


de raqg pair. 


f?: 


1 = 8 


•'•■■■ 


*• 


3 = 12 




3 = 21 




w. 


'2 = 4' 




•V2. 


2=4 






34 






'80 



Ainsi le nonibre:pi»»p^é est égal ;àtiiii:imilti|Bè&de i7 aug- 
menté de 34 unités et diminué de 80 unités,' c'est-à-dire à un 
multiple de 7 diminué»de.08O— c34) = 46 unités. 

^aisen appliquant •ia^.uiëihotle au nombre .46, ioa-lrouve 
qiï'll est égal à un multiple de 27 augmenté de 18 unités; que 
18: Wt de même un multiple de f(jpios 1 1; et qu'enfin 1 1 est un 
multiple de 7 plus 4. Ainsi 46 se compose d'un multiple de 7, 
I^s^4'r*cmc'le nombre proposé 'es t^l à un multiple de 7 
dcmitniè de'4 imités,* wt bien- à tm: mùkiple de 7 plw 7 movns 4, 
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c'est-à-dire à un mulliple de 7 plus 3 : donc le reste de la divi- 
sion sera 3. 

* 69. Si Ton se rapporte au tableau de la division de 10000..., 
par 7 (page 46), on reconnaît que une unités un milles un mil- 
Hon, un billion, etc., donnent respectivement pour restes 1, 6, 
1, 6, etc., unités; qu'ainsi touk unité ternaire de rang impair 
est un multiple de 7 augmenté d'une unité simple^ et toute unité 
ternaire de rang pair e^t un multiple de 7 diminué d'une unité 
simple. Par conséquent, si Ton conçoit le nombre proposé par- 
tagé en tranches de trois chiffres en allant de droite à gauche, 
chacune d'elles sera un multiple de 7, augmenté ou diminué 
de sa valeur absolue, selon qu'elle sera de rang impair ou 
de rang pair :'donc ce nombre est un multiplexe 7, augmenté 
de la somme de ses tranches de rang impair, et diminué de 
la sbmme de ses tranches de rang pair; donc il sera divisible 
par 7, si la différence de ces deux sommes l'est aussi; donc, 
pour qu'tm nombre soU divisible par 7, il faut U il Suffit que, si 
on le partage en tranches de trois chiffres en allant de droite à 
gauche j la différence entre la somme de ses tranches de rang im" 
pair et la somme de ses tranches de rang pair soit elle-même divi-- 
sibleparT. 

Cette seconde règle, beaucoup plus simple que la première, 
n*cst applicable cependant qu'à des nombres composés de plus 
de trois chiffres, de sorte qu'il -faudra les appliquer successi- 
vement toutes les deux. 

Reprenons les deux exemples traités dans le numéro précé- 
dent. Le premier conduit aux calculs suivants : 



mil 235 

Tranches \ ^^^ 

de rang impair.) ^^ 



1230 



Tranches ( 
, . l 246 

de rang pair. 1 ^^^ 



1122 



Ainsi le nombre proposé est un multiple de 7 augmenté de 
(1 5>3o— 1 122; = 108, ou, ce qui revient au même, du reste de 



Calcul du second exemple. 


• 




321 
. ( 245 


Tranches 




789 


de rang pair. 


278 


566 






1067 
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la division de 108 par 7, lequel est 3 d'après la première mé- 
thode ; donc le reste demandé est 3. 



Tranches 
de rang impair. 



Ici le nombre proposé est un multiple de 7 augmenté de 566 
et diminué de 1067, c'est-à-dire diminué de (1067 — 566)=50l, 
ou du reste de la division de 501 par 7, lequel est 4 : donc le 

reste demandé est 7 — 4 = 3. 

• 

*70. Les méthodes que nous venons de développer peuvent 
s'appliquer avec succès à tout autre diviseur que 7. En répétant 
sur cet autre diviseur tous les raisonnements qui précèdent, on 
parviendra toujours à des caractères de divisibilité qui seront 
plus ou moins siniples. Ainsi, par exemple, on trouvera que, 
pour qu'rni nombre.soit divisible par 37, il faut et iljsufpt que^ si 
on le partage en tranches composées alternativement de deux et 
d'un chiffre^ en allant de droite à gauche^ la différence entre la 
somme des tranches de deux chiffres et le produit par \\ de la 
somme de celles d^un chiffre soit divisible par 37. 

71. La facilité avec laquelle on trouve le reste de la division 
d'un nombre par 9 fournit une méthode très-simple pour faire 
la preuve de la multiplication. Cette méthode, connue sous le 
nom de preuve par 9, est fondée sur le principe suivant : 

Le reste que Von trouve en divisant par 9 le produit de deux 
nombres est égal à celui que Von obtient en divisant par 9 le produit 
des deux restes que donne la division des nombres proposés par ce 
même diviseur 9 *. < 



Remarquons que cette propriété ii*est pas particulière au nombre 9^ mais 

4 
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En elkU eMcUn des déUx nombres propôsêà peut être coti* 
sidéré comme un multiple de 9 augmenté du reste de la dît!* 
sion dece nombre par 9 : si donc on multiplie ces deux nombres 
entre eux, ce qui se fefft en lutiitipllâht eba(|ue partie du mul- 
tiplicande successivement par chacune de celles du multipli- 
. cateur, le produit que l'on trouvera sera composé dé quatre 
])arti65^ dont trois seront des \hulllples de 9, et dont là qua- 
Iriètfré sera le produit des restes que Ton aura trouvés en di- 
visant les nombres proposés par 9. Donc le reste de la division 
du protîuît de tes hombri^s par 9 sera le même qxjtt celui que 
Toii obiiendra en diviî?atit par 9 le produit de ce» rééies : il est 
d'ailleurs évident que, ai ce dernier produit était moindre que 
9, il serait lui-uiônie le rest^ dont il s*agit» 

Soient, par exemple, les nombres 43 et 35. En les divisant 
par 7^ onliouve que433=9.4 4-7> et que 36 3*3948 4- 8; donc 
leur produit se compose de la somme 

9.4.9.3 4- 7.9.3 + 9.4.8 -^ 7,8, 

dont les trois premières parties sont évidemment desmultiple» 
de 9; maifi là quatrième^ divisée par 9, donne pour quotient 6 
et pour reste S, de sorte qu'elle vaut 9.6 + 2 * donc le produit 

43.35 = 9.4»9.3 + 7.9*3 4- 9»4.S + 9.6 + 2j 

donc le reste de la division de ce produit psu: 9 est â» 

Cela posé, pour faire la pi^euVe de la miUtiplication^ addUion^ 
nez sticcessivement les chiffres du mylivplicaiidey considérés comme 
représentant des unités simples^ et diminuez chaque somme par- 
ùelle d» 9 qiumd la chose sera possible ; vous obtiendrez ainsi le 
reste que donnerait la division de ce i lUiplicande par 9 (64). 
Opérez de la même manière sur U mulUpUcateur; multipliez entre 



que tout autre nombre en jouit également : aussi fait-on quelquefois la preuve 
par 11, à cause de la facilité avec laquelle on peut calculer le reste de la di- 
vision d'un Boâbté ^ n (9V). 
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eux les deux restes ainsi obtenus^ et cherchez semblablemerU le reste 
de la division de leur produit par 9. Si la multiplication a été bien 
faite j le reste que voits trouverez ainsi devra être le même que celui 
que vous obtiendrez m opérant sur kproduU eomum voui Vaœz 
fait sur ses facteurs^ 

Veut-on vérifier le produit 40612376 des nombres 8764 et 
4634? en opérant sur le multiplicande conformément à cette 
règle» nousdiroïis: 8 et 7, 15; moins 9, 6; et 6, 12; moins 9, 3; 
et 4, 7. On trouvera de même que la division du multiplicateur 
par 9 donnera 8 pour reste ; on multipliera 7 par 8; le produit 
est 56^ dont la somme des chiCTres surpasse 9 de S< 11 faudra 
donc qu*en divisant le produit 40612376 par 9, on trouveaussi 
2 pour reste; et c*est en effet ce qui a lieu. On en conclut que 
la multiplication a été bien faite. 

Remarquons cependant que cette preuve pourrait réussir^ 
bien que la multiplication qu'elle doit vérifier fût fautive. Il 
suffirait pour cela que l'on eût commis quelque part deux 
erreurs, l'une en plus^ l'autre en moins, du même nombre 
d'unités; ou bien que Ton eût mis un 9 au lieu d'un 0^ et ré^ 
ciproquement, etc. 

7». Pour faire là preuve par 9 d$ la dM^Um^ tettmthét tè 
reste eu dividmide^ èt^ le nombre rémUant étaifU le produit du 
divisenr pur le quotient^ voue pourrez le Vérifier pat to méthode 
précédente^ 

Exemple, Là division dô 4odl5d24 pal" 8764 à donné pottf 
quotient 4634, etpôttf resté 3248. Potti* Ittféfiflél- je feiranchc 
à248 de 40616624, Ce qui donne pôdr reste 4061^376, nombre 
qui est ainsi le produit de 8764 par 4634. J'applique donc à la 
vérification de ce produit la règle du n° 71. Les facteurs divisés 
par 9 donnent respectivement pour restes 7 et 8^ dont lé produit 
est 66. La sotnttie de ses chifl'rès surpasse 9 de 2 unités : ainsi il 
faut que le reste de la division de 40612376 par 9 soit 2, et c'eàt 
eQ'eclivement ce qui arrivé) dono la division à été bien t^itc 
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S n. NOMBRES PREMIERS. 

75. On appelle nombre premier un nombre qui n'est divisible 
que par lui-mime et par V unité : tel est le nombre 7. 

Il suit de cette définition qu'on sera sûr qu'un nombre est 
premier, lorsqu'on aura essayé de le diviser par tous les nom- 
bres plus petits que sa moilié sans pouvoir y parvenir (215). 

74. Proposons-nous de découvrir quels sonty dans la suite na- 
turelle des nombres, ceux qui sont premiers. 

De toutes les méthodes données pour résoudre ce problème, 
la suivante, due à Ératosthène, est la plus expéditîve. Ce géo- 
mètre grec observa que les nombres pairs, à l'exception de 2, 
ne pouvant êtrç des nombres premiers, il ne fallait chercher 
ceux-ci que parmi les nombres impairs; en conséquence, il 
écrivit les uns à la suite des autres, et dans leur ordre naturel, 
tous les nombres impairs jusqu'à la limite qu'il s'était fixée*, 
et remarqua que, si, à partir de 3 exclusivement, on comptait 
de trois en trois, tous les nombres sur lesquels on tomberait 
ainsi seraient seuls divisibles par 3. 

En effet, chaque nombre impair diffère du précédent de deux 
unités : donc il diffère de celui qui le précède de trois rangs, 
de six unités : donc le nombre qui vient trois rangs après un 
nombre divisible par 8 est lui-même divisible par 3 (^8); donc 
aussi le nombre qui vient trois rangs après un nombre qui n'est 
pas divisible par 3, ne l'est pas non plus, car ilsecomposed'une 
partie qui est divisible par 3, et d'une autre qui ne l'est pas; 
donc, si, à partir du nombre 3, on compte de trois en trois, les 
nombres sur lesquels on tombera seront divisibles par 3, et il 



I * La suite des nombres pretniers est illimitée ; car supposons, s'il est possi- 
'ble, que n soit le plus grand de ces nombres: formons le produit 2.3.5 7....n 
de tous les nombres premiers; le nombre 1 -f 2.3.5.7. ...n est premier, sans 
quoi il serait divisible par un nombre premier, et il est clair que le reste de 
sa division par Tun de ces nombres est l'unité. 
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n'y ea aura pas d'autres qui jouiront de cette propriété. Une 
raison semblable conduisit Ëratosthèue à pointer tous les nom- 
bres sur lesquels il tomba en comptant de cinq en cinq, à partir 
de 5; de sept en sept, à partir de 7; de onze en onze, à partir 
de 11, etc.; de cette manière, il parvint à exclure tous les 
nombres divisibles respectivement par 3, 5, 7, 11, etc.; de 
sorte qu'il ne resta plus que les nombres premiers. Cette mé- 
thode porte le nom de crible cTÉratosthène (voy. 213). 

75. On appelle plus grand cobimun diviseur de plusieurs 
nommes le plv^ grand de tous les nombres qui les divisent exacte^ 
ment. 

Proposons-nous d'abord de trouver le plus grand commun 
diviseur de deux nombres, et supposons, pour ûxer les idées, 
que ces nombres soient 56 et 21. Lq plus grand commun divi- 
seur de 56 et de 21 ne peut pas être plus grand que 21, puis- 
qu'il doit le diviser : donc 21 serait le plus grand commun di- 
viseur demandé, s'il divisait 56. Divisons donc 56 par 21 : le 
quotient est 2, et le reste 14 ; ainsi, 21 n'est pas le plus grand 
commun diviseur demandé. Mais je dis que ce plus grand corn* 
mun diviseur est le même que celui des nombres 21 et 14. Nous 
le démontrerons évidemment en prouvant que tous les divi- 
seurs communs à 56 et à 21 sont aussi des diviseurs communs 
à 21 et à 14, et réciproquement. 

. Or, tout diviseur commun à 56 et à 21 divise 21, et partant 
son multiple 2 fois 21 (69) ; mais il divise aussi 56 : donc il di- 
vise leur différence 14 (CO) ; donc il divise à la fois 21 et 14. 

Actuellement^ tout diviseur communà21 et à 14 divise21,et 
partant son multiple 2 fois 21; mais il divise aussi 14: donc 
il divise leur somme 56 (58) ; donc il divise à la fois 56 et 21. 

DoLC tous les diviseurs communs à 56 et à 21 sont aussi des 
divisejrs communs à 21 et à 14, et réciproquement; donc le 
plus grand commun diviseur de 56 et de 21 est celui mêmede 
21 et (le 14 ; donc le plus grand commun diviseur de deux nom- 
bres eit le même que celui qui existe entre le plus petit de ces nom-- 
bres et le reste de leur division. 
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La que9ti(m ei»t donc rawenëç à trouver le plus grand com*» 
mun diviseur de SI et de 14. lia raisonnant sur ces deux nooi'* 
bres comme on Ta fait sur di5 et 21, on sera conduit à diviser 
21 par U ; on trouvera 1 pour quotient et 7 pour reste, ce qui 
montre que Ik n'est pas Le plus grand commun diviseur de- 
mandé. Mais en vertu du principe que nous venons de dé* 
montrer^ ce plus grand commun diviseur est le même que 
celui des nombres H et 7 ; nous diviserons donc U par 7 ; et 
comme 7 divise exactement 14, nous en conclurons que 7 est 
le plus grand commun diviseur demandé. 

70. Donc, pour trouver 1$ plus grand commun divisevr de 
deux nombresy divisent lepîiLS grand par le plm petit. Si la divi" 
sion s'effectue eicactement^ le plv4 petit des d^x nombres est le 
plus grand commun diviseur demandé. Si cela n'a pas lieu, vous 
diviserez le plus petit nombre par le reste; et si la secondai divi- 
sion réussit, ce premier reste sera le plus grand commun divi- 
seur; dans le cas contraire^ on divisera le reste de la première 
division par celui de la seconde, celui-ci par le reste de la troi- 
sième, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on parvienne à un quotient 
exact : le dernier diviseur sera le plus grand commun diviseut- 
demandé. 

Si, dans le courant des opérations, on trouve pour reste un 
nombre premier, il faudra encore diviser le reste précédent par 
celi^i-ci. Si Vopération s'effectue exactement, ce nombre premier 
sera le plus grand commun diviseur, demandé. Si elle ne réussit 
pas, il est inutile de pousser plus loin le calcul, car on est certain 
de trouver l'unité pour plus grand commun diviseur. En effet, 
puisqu'en vertu du principe établi au n° 78, le plus grand com- 
mun diviseur doit diviser tous les restes, il doit diviser notre 
nombre premier; m^is un nombre premier n*est divisible que 
par lui-même ou par l'unité : donc le plus grand commun di- 
viseur ne peut être que ce nombre premier ou l'unité : donc si 
le nombre premier n'est pas le plus grand commun diviseur, 
ce sera l'unité qui sera ce plus grand commun diviseur* On 
dispose les calculs de la manière suivante : 
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56 
42 

14 



2 
21 
14 

7 


1 


2 


14 
14 




7 ' 



Le nombre des divisions ne pourra pas surpasser la fnçîlii du 
plus petit nombre; car les deux derniers diviseurs sont les seuls 
restes consécutifs qui puissent différer d'une unité seulement, 
puisque la division de deux pareils nombres donne éyidem- 
ment pour reste Tunité ; da sorte que deux autres restes con- 
sécutifs quelconques diffèrent aq moins de 2 unités, et qu'ainsi 
il ne peut pas y avgir plus de restes différents que 2 n'est con- 
tenu de fois dans le plus petit nombre. 

77. On appelle îf ombres premiers entre eux des nombres qui 
n'ont que l'unité pour diviseur commun. 

Il suit de là qup, si l'on applique la méthode du plus grand 
commun diviseur à deux nombres premiers entre eux, on 
trouvera l'pnité pour plus grand commun diviseur, sans quoi 
ces deux nombres ne seraient pas premiers entre eux. 

'^78. Tout nombre qui m dims$ dmc au(r98 divin kur plw 

grand commun diviseur. 

En effet, tout nombre qui divise le dividende et le diviseur 
d'une division doit diviser le reste dé cette division, car il divi- 
sera le dividende et le produit du diviseur parle quotient (^9); 
donc il doit diviser leur différence (8Q)f c'est-à-dire le re^te de 
la division. 

Gela posé, si Tgu applique à deux nombres la méthode du 
plus grand commun diviseur, on voit que tout nombre qui di- 
visera les deux nombres proposés divisera )e reste de la pre- 
mière division. Mais ce reste devient diviseur dans la seconde : 
donc le nombre dont il s'agit divisera le dividende et le diviseur 
de la seconde division, et par conséquent le reste de cette divir 
sion, et ainsi de suite; donc il divisera tous les restes successifsi 
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et par conséquent le plus grand commun diviseur, qui est le 
dernier de ces restes. 

*79. Ce principe va nous donner le moyen de trouver le 
plus grand commun diviseur de plusieurs nombres. Soient, en 
effet, les nombres 60, 48, 30 et 15. Je cherche le plus grand 
commun diviseur des deux premiers, il est 12; le plus grand 
commun diviseur de 12 et de 30, il est 6; le plus grand com- 
mun diviseur entre 6 et 15, il est 3. Je dis que 3 est le* plus 
grand commun diviseur demandé. En effet, le plus grand com- 
mun diviseur des nombres 60, 48, 30 et 15 divise 60 et 48, et 
par conséquent leur plus grand commun diviseur 12 (78). Or 
il divise aussi 30 : donc il doit diviser 6, plus grand commun 
diviseur de 12 et de 30. Mais il divise aussi 15 : donc il doit di- 
viser 3, plus grand commun diviseur des nombres 6 et 15 ; 
donc il n'est pas plus grand que 3. Donc, si je puis prouver 
que 3 divise à la fois les nombres proposés, j'en conclurai que 
3 est leur plus grand commun diviseur. 

Or 3 divise les nombres 6 et 15, car il est leur plus grand 
commun diviseur : donc il divise 12 et 30, multiples de 6; donc 
il divise 60 et 48, multiples de 12; donc il divise à la fois les 
quatre nombres 15, 30, 48 et 60; donc il est leur plus grand 
commun diviseur. 

Donc, pour trouver le plus grand commun diviseur de plvn 
sieurs nombres, on cherchera le plus grand commun diviseur des 
deux plus petits, car le plus grand commun diviseur demandé 
ne saurait les surpasser ; puis le plus grand commun divis&ur de 
ce plus grand commun diviseur et du plus petit des nombres res- 
tants; puis le plus grand commv/n diviseur de ce second plus grand 
commun diviseur et du plus petit des nombres restants, et ainsi de 
suite : le dernier plus grand commun diviseur trouvé sera celui 
même des nombres proposés. 

* 80. Tout nombre qui divise un produit de deux fadeurs, et 
qui est premier avec Vun dCeuXy divise nécessairement Vautre 
facteur. 
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Soit a un nombre supposé premier avec l'un des deux facteurs 
b et d*un produit, le facteur b par exemple : je dis que, si a 
divise le produit 6. c, il divisera nécessairement le facteur c. 

En effet, a et 6 étant deux nombres premiers entre eux, leur 
plus grand commun diviseur est l'unité (77). Or, si Ton multi- 
plie ces deux nombres chacun par c, et que Ton cherche le plus 
grand coaimun diviseur des produits a. c et 6. c, les restes que 
Ton trouvera dans celle seconde série d'opérations seront 
respectivement égaux à ceux de la première multipliés par c. 
En efTet, lorsqu'on multiplie le dividende et le diviseur d'une 
division par un même nombre, le reste est multiplié parce 
nombre (SS) ; donc, puisque nous avons multiplié le dividende 
et le diviseur de la première division par c, le premier reste 
aura aussi été multiplié parc. Mais ce premier reste devient le 
diviseur de la seconde division : donc, puisque le dividende et 
le diviseur de cette seconde division ont été multipliés par c, le 
.second reste le sera aussi, et ainsi de suite. Donc, puisque le 
dernier reste de la première série d'opérations est l'unité, le 
dernier reste de la seconde sera c. Donc c est le plus grand 
commun diviseur des deux produits a. c et b.c. Or a divise le 
premier de ces produits, car il en est un des facteurs; il divise 
aussi le second par hypothèse : donc il divise leur plus grand 
commun diviseur c (78) ; ce qu'il fallait démontrer. 

* 81. Tout nombre premier qui divise un produit de 'plusieurs 
facteurs divise nécessairement Fun d*eux. 

Je dis que si p est un nombre premier qui divise le produit 
a.b,c.d,\Y divisera nécessairement l'un des facteurs de ce 
produit. 

En effet,, si p divise d, le principe est démontré; s'il ne le 
divise pas, ces deux nombres sont premiers entre eux, car ils 
ne peuvent avoir d'autre commun diviseur que p ou l'unité. 
Mais on peut regarderie produit a.b.c.d comme résultant de 
la muhiplication du prodr.it a.b.c par d. Donc, puisque jp est 
premier avec te facteur d, il faut* nécessairement qu'il divise 
l'autre facteur a.b.c (80). Si p divise c, le principe est démontré ; 
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s'il ne le divise pas, ces deux nombre? sont premiers entre 
eux : par conséquent, puisqu'on peut regarder le produit ^,b,c 
comme résultant de la imjltiplicatipn du prgdwit a, 6 par a, il 
ne pourra diviser ce produit qu'autant qu'il divisera l'autre 
facteur a.b, Sip divise 6, le principe est démontré; s'il ne le 
divise pas, ces deux nombres sont premier^ entre pux , et par 
conséquent, pour que |? divise le produit a. t, il faudra qu'il 
divise le facteur a ; donc p divise nécessairement l'un des fac- 
teurs du produit a.b.c.d, 

*82. Il Bùit de là que, lorsqu'un nombre premier divise une 
puissance d'wn nombre^ il doit diviser ce nombre : car une puis- 
sance d'un nombre n'est autre çbose que le produit de plu- 
sieurs facteurs égau^jp à ce nombre (41), et nous venons de 
prouver que, lorsqu'un nombre premier divise un produit de 
plusieurs facteurs, il divise nécessairement l'un d'eux. 

*83. lorsque deux nombres sont premiers entre eux^ leurs 
puissances sont premières entre elles. 

Soient, en effet, a et ô deux nombres premiers entre eux ; 
je dis que leurs puissances a"* et 6* sont aussi premières entre 
elles. En effet, si ces deux puissances avaient un facteur pre- 
mier commun, ce fapteur premier devrait diviser a et 6 (82), 
ce qui est contraire à l'hypothèse : donc a* et 6* ne peuvent 
pas avoir de facteur premier commun, et n'ont par conséquent 
aucun facteur commun : donc ces deux quantités gonl pre- 
mières entre elles. 

* 84. Lorsqv^un nombre est divisible par plusieurs nombres 
premiers entre eux deux à deua:, il l'est aussi par leur produit. 

Soit n un nombre divisible par les nombres a, 6, c, d, que 
je suppose premiers entre eux deux à deux : je dis qu'il est 
divisible par leur produit. 

En effet, puisque n est divisible par a, si nous appelons q le 
quotient de la division, nous aurons n = a.q. Or b divise n; 
mais il est premier avec le facteur a : doup il doit diviser l'autre 
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fitçteur q (8p)t Si Top appelle q* 1^ quotient ^9 cette dWiaiop, on 
aura q=^b.q\ et par conséquent n=?sa,6,(7' (5ÎÇ), çç qui prouve 
déjà que n est divisible par le produit des deux premiers nom^ 
bres a et b. Or c divise n; donc, puisqu'il est premier avec le 
facteur a, il doit diviser l'autre facteur q (nous avons vu que 
n=.a.q). Mais c est aussi premier avec le facteur b : donc il 
doit diviser l'autre facteur g' (nous avons vu que q=^b.q'); 
donc en appelant g* le quotient de cette division, nous aurons 
q'z=c.ff'y et par conséquent n, qui est égal à a. ô. g', le sera 
aussi ha.btC.(^\ e^ qui prouva qw n eH divisibU^ par le produit 
des trois premiers nombre a, t), c; et aiiisi dQ suitp. 

* 85. Il puit encore du n* 81 qu'tin nombre ne peut itr^ dé- 
composé que dans im seul système de facteurs premiers. 

Supposons, en effet, que Ton puisse avoir en même temps 
n:ss\.B,Gf et n^a.b.c; A,B, C, a, b, ç étant des nonîbres 
premiers. Puisque le nombre premier c divise n, il doit diviser 
Ton de ses facteprs A, B, C; mais, coniroe ils sont premiers, 
îl faut qu'il soit égal à Tun d*eux. Supposons (; = G; le3 deux 
produits A.B.C ^ia.b.c étant égaux, si on les divine respectif 
yement parC çt c, les quotients A. B et a, 6 (J^yront être égaux. 
Or b divise le isecond : donc il divise aussi le premier, et par 
conséquent l'un de ses facteurs A et B, ce qui ne peut être, à 
moins qu'il ne soit égal h l'un d'eux, àB par exemple; d'où il 
suit que a est aussi égal k A, puisque A.B=7a.5| ce qui dé-> 
IDonlre le principe énoncé. 

Remarquons que cette démonstration n'exige pas que les fac- 
teurs premiers du nombre proposé soient tous inégaux; de sorte 
que si, dans l'une des expressions du nombre n, un facteur 
entre plusieurs fois, il entrera ^u^^i le même nombre de fois 

dans l'autre. 

* 

* 80. Pour qu'un nombre en divise un autre^ il faut qu'il ne 
contienne pas d'autre facteurs premiers qv^ cet autre ^ et qu'U 
m contienne pas les facteurs premiers de ce nombre plus de 
fois que celuirci m les contient luU'mém^ : s^m quoi on ppur- 
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ralt décomposer un môme nombre de deux manières diffé- 
rentes en facteurs premiers. 



*87. Pour qu'un nombre soit divisible par un autre ^ il faut 
qu'il contienne tous les facteurs premiers de cet autre, et quHl 
contienne chacun d'eux au moins autant de fois que celui-ci les 
contient (85). 

38. Décomposer un nombre donné en ses facteurs premiers. 

Le procédé le plus naturel pour résoudre celte question est 
d'essayer la division du nombre proposé, successivement par 
les nombres premiers 2, 3, 5, 7, 11, etc. Ainsi on essayera 
d'abord de diviser le nombre proposé par 2 : si la division réus- 
sit, on essayera de diviser par 2 le quotient qu'on aura trouvé ; 
si celte seconde opération réussit, on essayera de diviser ce se- 
cond quotient par 2, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on arrive à 
un quotient qui ne soit plus divisible par 2. On essayera alors 
de le diviser par 3, et autant de fois de suite par 3 qu'il sera 
possible; on parviendra ainsi à un quotient qui ne sera plus 
divisible par 3 : on essayera de le diviser par 5, et autant de 
fois de suite par 5 qu'on le pourra ; et l'on continuera ainsi 
jusqu'à ce qu'on arrive à un quotient qui soit un nombre pre- 
mier, ce qui aura nécessairement lieu, sans quoi la décompo- 
sition du nombre proposé en facteurs n'aurait pas de fin ; et ce 
nombre étant ainsi le produit d'une infinité de facteurs, tous 
plus grands que l'unité, serait par conséquent infini. On divi- 
sera le dernier quotient par lui-même, ce qui donnera pour 
résultat l'unité, et alors l'opération sera terminée. 

Soit pour exemple le nombre 4725. 

Ce nombre, étant impair, n'est pas divisible par 2, mais il 
l'est par 3, et le quotient de cette division est 1575, qui est en- 
core divisible par 3. En effectuant celte division, on trouve pour 
quotient 525, nombre divisible par 3; le quotient de celle troi- 
sième division est 175, nombre qui n'est plus divisible par 3 , 
maLs qui l'est par 5. Le quotient de 175 par 5 est 35, nombre 
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qui est encore divisible par 5 et donne pour quotient le nombre 
premier 7. Il résultede là que 4725 = 3. 1575; que 1575=3,525, 
donc 4725 = 3». 525; que 525=3. 175, donc 4725 = 3». 175; 
que 175 = 5. 35, donc 4725 = 3'. 5. 35; enfin que, 35 étant le 
produit de 5 par 7, on aura 4725= 3». 5». 7. Ainsi, 4725 est le 
produit de 3 facteurs 3, de 2 facteurs 5 et du facteur 7. 

Quoiqu'on n'ait essayé la division du nombre proposé par 
aucun facteur plus grand que le dernier de ceux que Ton a 
trouvés, on ne peut point craindre de n'avoir pas mis en évi- 
dence tous les facteurs premiers de ce nombre; car nous avons 
vu qu'un nombre ne peut être décomposé qu'en un seul sys- 
tème de facteurs premiers (Bô). 

*89. Proposons-nous actuellement de former tous les divi- 
seurs dCun nombre. 

Nous décomposerons d'abord ce nombre en ses facteurs pre- 
miers (88); et si Ton suppose, pour fixer les idées, qu'il ait 
été divisé p fois de suite par a, q fois de suite par b, r fois de 
suite par c, son expression sera de la forme n=a''.6«.c'". 

Gela posé, il en résultera que le nombre n sera divi- 
sible par toutes les puissances de a, de b, de c, depuis la pre- 
mière jusqu'à la p'*"* pour a, jusqu'à la g'*"' pour fe, jusqu'à 
la r**"* pour c : de plus, comme ces différentes puissances de a, 
de 6 et de c sont premières entre elles deux à deux (83), le 
nombre w sera divisible par leurs produits deux à deux et 
trois à trois (84). D'ailleurs le nombre n n'aura pas d'autres 
diviseurs, en vertu du principe du n*» 80. En conséquence, 
pour former tous les diviseurs du nombre n, on écrira sur 
trois lignes horizontales respectivement 

1 et les puissances de a jusqu'à lap**"*, 

1 àeb g^*"*, 

1 . . àec 7^*"% 

et l'on formera le produit des nombres contenus dans ces trois 
lignes, ce qui se fera en multipliant* successivement tous les 
termes de la première par ceux de la seconde, puis tous les 
termes du produit par ceux de la troisième. Or le produit des 
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deux premières lignes se composera de 1, des ptiissaticês de û^ 
des puissances de b^ et des produitô des puissatices de a par 
celles de 5. Maintenant on multipliera cô produit des detnt 
premières lignes par la tfoirième, ce qtxl donnera : Tanhé, lés 
puissances de a, leS puissances de b^ les puissances de c, \eA 
produits des puissances de a par celles de bj les produits dés 
puissances de a par celles de c^ les produits des puidsaiiees de 
h par celles de c, et les produits des puîssandes de a par celles 
de b et par celles de c. 

Nous aurons donc bien formé ainsi tous tes dÎTlsétirs dû 
nombre n. 

*90. Dans la pratique, pour obtenir tous les diviseurs d'un 
nombre, on dispose les calculs de la manière suivante : 

1 
3 
9 

27 

5, 15, 45, 135 

25, 75, 225, 675 

7, 21, 63, 1 89, 35, 105, 315, 945, 1 1b, 525, 1575^4725 

Les deux premières colonnes à gauche contiennent le tableau 
des calculs nécessaires pour trouver les facteurs premiers du 
nombre 4725 (88) j la troisième colonne renferme tous les 
diviseurs tant simples que composés de 4725; pour les obtenir, 
on a écrit eu tète de celle colonne le diviseur 1, on Ta multi- 
plié par le premier facteur 3, et Ton a écrit le produit au- 
dessous de ce diviseur 1 ; on a foï-nié de même tous les autres 
diviseurs, en multipliant tous ceux déjà trouvés par le facteur 
premier suivant, et en ayant soin de ne pas écrire deux fois le 
même produit. 

On voit que de cette maMèrè ÔA a formé î !• ledlviseuf I at 
toutes les puissances de 3 qui peuvent diviser 4725 ; 2^ lë divi* 
seul* ô et toutes ses combinaisons avec les diverses puissaûCés 
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cte a ; 9^ la deti j^iëme ptiis^atice de 5 et ses combinaisoTis avec 
les diverse» puissanees de 3; enfin, le diviseur 7 et ses combi- 
naisons avec les diverses puissances de 3^ avec lesdiverses puis^ 
sauces de 5, et avec les produits des dh'erses puissances de 3 
par celles de 9 : doue on a bien formé ainsi tous les diviseurs 
tant simples que composés du nombre 47S5 (88). 

*9I. Le nombre total dès dMiôUfi (Tun nombre {m y c^mprè^ 
nant ee nombre et ftinité) est égal au produit des eafposants de ses 
facteurs premiers^ augmentés chacun d'u/ne unité. 

Nous avons vu qu'on pouvait lormer tous les diviseurs d'un 
nombre n î=£: a**. 6«» c»*, en effectuant le produit de trois lignes qui 
contiennent respectivement l et toutes les puissances de a jus- 
qu'à lap'*"*, 1 et toutes les puissances de ft jusqu'à la^"*, 1 et 
toutes les puissances de c jusqu'à la r^"^ (89) : ainsi ces lignes 
se composent respectivement de (p+ l)i to+ 1)>(^+ 1) termes; 
donc en multipliant la première ligne par un terme quelcon- 
que delà seconde, le produit contiendra (p + 1) termes; donc, 
le produit des deux premières lignes renfermera autant de 
fois (p -}- 1) termes qu'il y en a dans la seconde, c'est-à-dire, 
(p -{- 1). {q + 1)' Maintenant^ en multipliant le produit des deux 
premières lignes par un terme quelconque de la troisième, le 
produit contiendra (p + 1). (ç + 1) termes : donc le produit des 
trois lignes se composera d'autant de fois (p+ l). (g-f- 1) ter*- 
mes qu'il y a de termes dans la troisième lignef c'est-à-dire de 
(r-l-l) fois {p+lh{q+l) termes, ou de (p+l).(4-f l)*(r4.l) 
termes, ce qui démontre le principe tooncé. ^ 

Cette règle fournit le moyen de vérifier si, dans la formation 
des diviseurs d'un nomlH'é (90)/ on n^en a omis aucun : ainsi 
le nombre 4735) qui ^ale 3'. ô^. l, doit avoir un nombre de 
diviseurs égal à (3 4-l).(a + l),(l + l)aa:4»3.2aaa4, et c'est en 
effet ce que l'on a trouvé. 

*09k Nous avons vu (86) que, pour qu'tm nombre en divise 
un autre» il faut qu'il ne contienne pas d'autres facteurs pre- 
miers que cet autre» et qu'il né contienne pas lel^ fecteurs pre- 
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micrs de ce nombre à des puissances plus élevées que celui-ci 
ne les contient lui-même. Si donc nous décomposons plusieurs 
nombres donnés en leurs facteurs premiers, et si nous faisons 
le produit de tous les facteurs premiers communs ainsi trou- 
vés, en affectant chacuu d'eux du plus petit exposant qu'il a 
dans ces nombres, ce produit sera le plus grand nombre qui 
les divise. Donc le plus grand commun diviseur de plusieurs 
iiombresest le produit de tous leurs facteurs premiers communs 
affectés chacun du plus petit exposant qu'il a dans ces nombres. 

Exemple. Quel est le plus grand commun diviseur de 7260 
et de 5544? On trouvera : 1» que 7260 = 2*. 3. 5. 11'; 2» que 
5544 = 2*. 3*. 7. 11 ; 3® que le plus grand commun diviseur de- 
mandé est 2\ 3. 11=132. 

Il suit immédiatement de la composition du plus grand com- 
mun diviseur de deux nombres, qu'on n'altère pas ce plus 
grand commun diviseur en divisant ou en multipliant Vun d'eux 
par un facteur qui soit premier avec l'autre, puisqu'en opérant 
ainsi on ne saurait supprimer ni introduire de facteur premier 
commun aux deux nombres proposés (8S). Donc, lorsque l'on 
cherchera le plus grand commun diviseur de deux nombres par 
la méthode du n° 76, on pourra supprimer dans les restes suc- 
cessifs les facteurs que Ton y apercevra, pourvu qu'ils soient 
premiers avec le reste précédent, ce qui simplifiera les calculs. 

On pourra encore diminuer le nombre des divisions succes- 
sives en faisant en sorte que chaque reste soit moindre que la 
moitié du précédent. Il suffira pour cela de forcer Vunité (50) 
sur le quotient, lorsque le reste surpassera la moitié du di\î- 
seur; car alors la différence entre le dividende et le produit du 
diviseur par le nouveau quotient, étant celle même qui existe 
entre le diviseur et le reste qu'on avait trouvé, sera moindre 
que la moitié du diviseur. Ainsi, dans l'exemple du n* 78, nous 
avons vu que la division de 56 par 21 donnait 2 pour quotient 
et 14 pour reste, de sorte que 56 se compose de 2 fois 21, plus 14. 
Comme 14 surpasse la moitié de 21, nous écrirons 3 au quo- 
tient, et la difTérence entre le dividende 56 et le .produit du 
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diviseur 21 par le quotient 3 sera 3 fois moins 2 fois 21 
moins 14, c'est-à-dire 21—14 = 7. Ce nombre .7 sera donc le 
diviseur de la division suivante; et comme çlle réussit, 7 est 
le plus grand commun diviseur de 56 et de 21. 

Exemple. Trouver le plus grand commun diviseur entre 

38449 et 24431 : . 



38449 

14018 

10413 

1157 



Le reste 14018 de la première division surpassant la moitié 
du diviseur, on a forcé l'unité sur le quotient, ce qui a donné 
10413 pour reste de cette première division; on a divisé ce 
nombre par 9, ce qui est permis, puisque 9 est premier avec 
le diviseur 24431, et on a pris 1157 pour le second diviseur; 
de même on a divisé le reste 134 par 2, qui est premier avec 
1157. Quant au troisième reste 18, il est évidemment premier 
avec le diviseur 67, puisque ni Tun ni l'autre de ses facteurs 
premiers 2 et 3 ne divise ce nombre : donc les deux nombres 
proposés sont premierâ entre eux (77). 

*95. Les deux problèmes que nous avons résolus, aux n<* 88 
et 00 sont d*une grande importance, et le premier va nous 
fournir le moyen de trouver le plus petit nombre divisible à la 
fois par plusieurs nombres donnés, question dont nous verrons 
bientôt une application (108)'. 

Nous avons vu que, pour qu'un nombre soit divisible par un 
autre, il faut qu'il contienne tous les facteurs premiers de cet 
autre, et chacun autant de fois au moins que celui-ci les con- 
tient lui-même (87) : d'après cela, pour déterminer le plus petit 
nombre divisible pur plusieurs nombres donnés, on décomposera 
chacun de ces nombres en ses facteurs premiers, et Von formera 
le produit de tous les facteurs premiers différents ainsi obtenus^ 

5 
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en donnant à chacun d'euœ le plui grand €xpoian$ dont U M af-- 
fecU dam ht nomhreB proposés. 

Ainsi, pour trouver le plus petit nombre divisible à la fois 
par 90, 126 et 540^ on verra d'abord (88) que 90a=i 8* 3*. 9, que 
126 = 2. 3«. 7, et que 540 = 2*. 3*. 5. .Par conséquent, le plus 
petit nombre divisible à la fois par do, 126 et 540, est 

2^3^5.7sc^780. 

On résout encore ce même problème par une autre mé- 
thode qui est plus commode lorsque Tun des nombres pro- 
posés a pour facteur premier tin nombre considérable et que 
Ton n'a pas de Tables des nombres premiers. Considérons d'abord 
le cas de deux nombres seulement, et proposons-nous de trou- 
ver le plus petit nombre divisible à la fois par deux nombres 
donnés A et B« 

' 11 est clair qu'en vertu do principe du n» 87 le nombre de- 
mandé doit renfermer tous les facteurs premiers de A et de B, 
cl chacun d'eux à une puissance marquée par le plus grand 
exposant qu'il a dans ces nombres. On obtiendra donc le plus 
I)etit multiple de A et B en multipliant ï'un deux, A par 
exemple, par le produit de tous les facteurs premiers de B qui 
ne se trouvent pas dans A*. En conséquence, on cherchera te 
plus grand, commun diviseur de k et B; on divisera B par ce plus 
grand commun diviseur^ et, en multipliant A par le quotient B' de 
cette division f on obtiendra un produit A. B' qui résoudra le pro- 
blème; car B* est le produit de tous les facteurs premiers de B 
quLne se trouvent pas dans A (92). 

En raisonnant de la même maiûère, on prouvera facilement 
que pour trouver le ply>s petit muUiple des trois nombres A, B, C, 
il faut chercher te plus grand commun diviseur de A. B' et C, divi- 
ser G par ce plus grand commun diviseur^ et multiplier A. B^ par 
h quotient C de cette division , et ainsi de suite. 



* Si par exemple Ât^^'-S-B et B = 2'.3^7, il faudrait multiplier A par 
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Exemple. Quel est le plus petit nombre divisible par 1220, 
555, 6771 et83509T On trouvera: l^que le plus grand commun 
diviseur de 1220 et de 565 est 5, (jue *P== 111, et qu'ainsi le 
plus petit multiple de 1220 et de 555 est 1220. 111 = 135420; 
2<' que le plus grand commun diviseur de 1354^20 et de 6771 
est 6771 lui-imème, et qu'ainsi 135420 est le plus petit multiple 
des nombres 1220, 555 et 6771; 3* que le plus grand commun 
diviseur de 135420 et de 83509 est 2257, que ^^=37; et 
qu'ainsi, le nombre denuindé est 1854204 37 s= 5010540 *. 



* OÀ pMixVÂ faire éè tÛtàiÛ irito tiisê Mmt^lemernt, èà «éséftaiit que i'bn 
pe«« obtenir h fliis grand comman AiTUSiir entre un noàibre D et mi produit 
de plusieurs facteurs A^ B, C, sans effectuer ce produit ; mais qu'il suffira, 
en vertu du principe àù n" Ô2, de chercher le plus grand commun diviseur F 
enfre lé I*' faekit^ A et lé hoMytè i); e<Ani r entra to V faetëur B et lé t^Hté- 
tient IK de k dirision de D pa^ F; celui F" elntre le 3* fiteteu^ C et le <|uottent 
D" de la division de D' par F' et de multiplier entre eux ces trois plus grands 
coiiiftiuns diviseurs fy F, F^. En conséquence, après avoir trdùvô que 
lim.nï éài I« pit» péiH imu^é des nombTès laJO M 969, j« dKtcbè lè 
I lus grand coâimim diviseur entre 6771 et 111; il eatlU; pais celui qui 
existe entre ^f^=^^l et 1220; et eomme je trouve pour résultat 61, j'en 
conclus que 677 ( est lui-mime ïe plus grand commun divîseuf entre 6771 et 
lîîO.lll ; éé sorte que 1220.111 est te plus ^eilt miiltiplè des ttoïê riofl^^ès 
1320^ 5d6 et 6771. On verra dé même que le plus graiid oomosun diVistar 
£ntre 83509 et 111 est 37, que celui entre ^^^ == 22d7 et 1220 est 61^ de 
sorte que le plus grand commun diviseur entre 83509 et 1220.111 est 37.6t. 
Lé quotient éé 83809 tlivisé pèt 37.61 est 37, et J>at coBséqtietit le fUi pziit 
multiple des nolDbrM 1220, 6SS, 6771 A88&09Mt }ia0.1tl.»f=:rSOi<»Si40. 



CHAPITRE IV. 

FRACTIONS ORDINAIRES. 



S I- PRINCIPES GÉNÉRAUX. 

04. Nous avons VU que, quand la division laisse un reste, le 
dividende est égal au produit du diviseur multiplié parle quo- 
tient qu'on a trouvé, plus ce reste (46) : ce quotient n'est donc 
pas le second facteur du dividende ; il en diffère, comme on voit, 
d'une quanlité qui, mullipliée parle diviseur, doit reproduire 
le reste, c'esl-à-dire du quotient de la division de ce dernier 
reste par le diviseur. Ainsi, si l'on avait eu à diviser 19 par 8, 
on aurait trouvé pour quotient 2 et pour reste 3, de sorte que 
le véritable quotient eût été 2+|. Or, 3 étant plus petit que 8, 
comment se former une idée précise du quotient de 3 divisé 
par 8 î Pour cela , on conçoit l'unité partagée en autant de 
parties égales qu'il y a d'unités dans le diviseur, c'est-à-dire 
en 8 dans notre exemple; chacune de ces parties, qui exprime 
le quotient de 1 par 8, est un huitième de l'unité, et nous avons 
une idée parfaitement nette de la grandeur de cette quantité; 
mais le quotient de 3 unités divisées par 8 est évidemment 
3 lois plus grand que celui d'une unité divisée par 8 : donc il 
vaut trois huitièmes de l'unité. Sous ce point de vue, la quan- 
tité I n'offre plus rien d'obscur, et le quotient de 19 par 8 se 
compose de deux unités et de trois huitièmes d'unité. 

< Ainsi, comme l'a dit Lacroix dans son excellent Traité 
d'Arithmétique^ lorsque la division laisse un reste, le quotient 
se compose de deux parties : l'une est formée d'unités en- 
tières, tandis que Taulre ne peut s'obtenir qu'après qu'on a 
réellement effectué le partage des unités concrètes ou maté 
riélles du reste dans le nombre de parties marquées par le divi- 
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seur. Jusque-là on ne fait que Tindiquer , en disant qu'il faut 
concevoir Punité du dividende partagée en autant de parties égales 
qu'il y a d'unités dans le diviseur y et prendre autant de ces par- 
ties qu'il y a d^ unités dans le reste^ pour compléter le quotient 
cherché. » 

9^. Cette quantité que Ton ajoute au quotient trouTé pour en 
compléter la valeur, se nomme une fraction. On dit donc qu*«^ 
fracition est une partie de l'unité^ ou la réunion de plusieurs par- 
ties égales de Vunité. On emploie, pour l'exprimer, deux nom- 
bres que Ton sépare par un trait horizontal ; le nombre infé- 
rieur se nomme dénominateur j il indique en combien de parties 
égales Vunité est partagée; l'autre se nomme nMmëroïewr, et tndi- 
que de combien départies de Vunité la fraction se compose. 

Le numérateur et le dénominateur se nomment conjointe- 
ment les deux termes de la fraction. 

96. Pour énoncer une fraction y on énonce d'abord le numéra- 
leur y puis le dénominateur ^ en ajoutant après celui-ci la terminai' 
son ième. Il y a exception pour les fractions dont le dénominateur 
est2y 3 ouk : alors, au lieu d'énoncer le dénominateur^ on pro- 
nonce demi, tiers ou quart. 

Ainsi f et I s'énoncent respectivement trois septièmes et trois 
quarts^ 

97. De la définition que nous avons donnée des fractions 
« (95) découlent immédiatement les quatre principes suivants : 

!• Pour multiplier une fraction par un nombre entier y multipliez 
son numérateur par ce nombrCy en conservant le dénominateur. 

En effet, en multipliant le numérateur de la fraction propo- 
sée par 3, par exemple, on rend ce numérateur trois fois plus 
grand; or le numérateur indique de combien de parties de 
l'unité la Traction se compose : donc un numérateur trois fois 
plus grand indiquera que la fraction se compose de 3 fois plus 
de parties. Mais, comme on à conservé le dénominateur, ces 
parties sont restées les mêmes : donc la nouvelle fraction étant 
composée de 3 fois plus de parties que la première et des 
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moines parties, est trei^ fols plup grande ; dono la fraction 
proposée a bien été innHipliée par 8 (M). 

On fena» diaprés eela, qne |f x^B'^t'asI}. 

ft^ On prouverait de la même manière que, pour iMier une 
fractùm par un nombre entier y il suffit de diviser le numérateur 
parce nomin^e^ en conservant le dénominateur *. 

Ainsiif:3 = 4-j«=^, - • 

3* Pour multiplier une fraction par un nombre entier ^ on peut 
encore diviser son dénominateur par ce nombre^ en conservant le 
numérateur. 

En effet, en divisant le dénominateur de la fraction proposée 
par 3y par exemple, on le rend trois fois plus petit; mais le 
dénominateur indique en combien de parties égales l'unité est 
partagée : donc un dénominateur 3 fois plus petit indique que 
l'unité est partagée en trois fois moins de parties, et [que par 
conséquent ces parties sont trois fois plus grandes. Or on con- 
serve le même numérateur : donc Is^ nouvelle fraction ^st tou- 
jours composée du ipéipç npmbre de parties; que la première; 
mais ces parties sopt trojs fois plus grandes : donc elle est trois 
fois plus grfinde; donc la fraction proposée a biep été multi- 
pliée par 3. 

On verr^, d'après cela, que || X 3== jj?^ =??-^« 

Il suit du principe que nous venons d'établir, qu'en suppri- 
mant le dénominateur d'une fraction, on lamïUtiplie'par ce nombre. 

4iq8i f est 9 fQi§ plus grftnij que |, 

V On démpi^trer^it de 1^ même manière qye, pç^r dimpr . 
\m frmiPnj^fir m mmbr^ mw^ m pem emore mi^tipH^r ^on 
déngmm(fW p^r ç^ wvf^r^^ en com^Tvm ^•wmérfl^f^^wr, 



"' Cette démonstration suppose que pour diviser un nombre quelconque pof 
un nombre entier j il euffU de k rendre ee mente nombre de foie plu» peM ; 

étant le produit du auotient par le diviseur, est autant de fois plusgr^nd qv^ 
le quotient qu'il y a d'unités dans le diviseur : donc, réciproquement, ie quo- 
tient est tuUBt dd ftiis plus petit que le dividende que le diviseur eoiiti 
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88. lia mullipltcation delà fraction ^ par a nous a conduit 
à deux résultats, |i et ^, remarquables en ce quelle numéra- 
teur de chacune de ces éxpresajons surpasse le dénominateur. 
Or, puisque le dénominateur indique en combien de parties 
égales l'unité est partagée, il faut, pour former une unité, 
prendre autant de ces parties qu'il est marqué par le dénomi- 
nateur : donc, si le numérateur d'une fraction contient deux, 
trois, quatre, etc., fois le dénominateur, cette fraction contien- 
dra deux, trois, quatre, etc., unités, et, en général, elle en 
renfermera autant que le dénominateur sera contenu de fois 
dans le numérateur : d'où il suit que, petir êœirairB lês uniUs 
mtih'êi eontmites dans une éxprêSêion fraetionnaire^ il faut efféc- 
tuir la division dur numérateur par le dénominatêu/r (94). 

On verra ainsi que f| =s fi^, et que ^ »« 3|. 

99. On tire des principes établis au n* 97 les conséquences 
suivantes : l"" On ne change pas la valeur d'une fraction en mul- 
tipliant sfie deux termeê par un même nombre. Sn effet, en mul- 
tipliant le numérateur d'une fraction par un certain nombre, 
on la rend ce nombre de fois plus grande. La même opéra- 
tion effei;tuée sur le dénominateur rend la Araction ce même 
nombre de fois plus petite ; mais c'est après avoir rendu la 
Iruplion proposée un certain nombre de fois {dus grande, qu'on 
la rend le même nombre de fois plus petite; donc elle n*a pas 
changé de valeur. 

9* On prouverait de la môme manière qu'en divisant lês dmm 
termes d'une fraction patt un mime nombre, on ne changé pas sa 
valeur. 

* 100. -Ici se présente naturellement cette question : Altère- 
t'on la valeur d'une fraction en augmentant ou en diminuant ses 
deux termes d'un même nombre? 

Puisque, pour former une unité,. il faut prendre autant de 
parties que l'on en conçoit dans cette unité , on voit que la 
différence d'une fraction i unné est une seconde fraction qui 
a le. même dénominateur que la première, et qui a pour nu- 
mérateur la différence des deox termes de cette première ; 
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ainsi la différence entre -^ et l'unîté est ^=^ == •^, Si donc on 
ajoute un même nombre aux deux termes de la fraction pro- 
posée , la différence entre Tugité et la nouvelle fraction aura 
le même numérateur que la première différence ; mais elle 
aura un dénominateur plus grand : donc la fraction qu'on ob- 
tient en augmentant d*un même nombre les deux termes 
d'une fraction donnée » diffère moins de l'unité que (5elle-ciy 
donc ejle est plus grande ; donc on augmente une fraction en 
augmentant ses deux termes (Tun même nombre. 

Il suit évidemment de là qu'on diminue me fraction en dimi- 
nuant ses deux termes d^un même nombre. 
, En raisonnant comme tout à Tlieure, on verrait qu'on dimi- 
nue ou qu*on augmente une expression fractionnaire plus grande 
que Vunilé, en augmentant ou en diminuant ses deux term^es d'un 
même nombre. 

101. Il suit du premier des deux principes du n* 00 que les 
fractions |, V^, |J, ^^^y etc., sont toutes équivalentes à ^ ; car 
elles proviennent de la multiplication des deux termes de celle-ci 
respectivement par 2, 5, 27, 437; mais, de toutes ces fractions, 
^est celle dont on apprécie le plus facilement la grarideùr. 

Cet avantage, joint à celui d'opérer sur des nombres plus 
petits, a fait sentir l'utilité de réduire une fraction à sa plus 
simple expression^ c^està-dire de trouver une fraction équivalente 
à la fraction proposée, et dont les deux termes soient les plus petits 
nombres possibles. On y parvient en divisant les deux termes de 
la fraction par leur plus grand commun diviseur. 

* 102. Pour justifier cette règle, il faut démontrer que, lors^ 
que les deux termes d'une fraction sont premiers entre eux, elle est 

irréductible. Soient t une fraction dont les deux termes sont 



a' 
premiers entre eux, et rr une autre fraction équivalente à 

celle-ci , de sorte que l'on ait r = r>* . ' 

Si l'on multiplie ces deux fractions par le dénominateur V de 
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la seconde, les produits -^(97, !•) et a! (97, 3») seront égaux. 

Mais le second est un nombre entier : donc le premier doit en 
être aussi un ; donc il faut que le produit aM soit divisible par h. 
Or h est premier avec le facteur a : donc il divise l'autre fac- 
teur V (80) ; donc b' est un certain multiple de b ; donc a! est le 

même multiple de a, sans quoi la fraction rr ne serait pas 
égale à la fraction -r (99, !•). Ainsi Us deux termes de toute 

fraction équivalente à la fraction -r, dont le numérateur et le dé^ 

nominateur sont premiers entre eux^ sont des équimultiples des 
deux termes de celle-ci. Donc toute fraction équivalente à une 
fraction dont le numérateur et le dénominateur sont premiers 
entre eux, est exprimée en termes moins simples que celle-ci; 
donc cette dernière est irréductible. 

*103. Deux fractions irréductibles égales sont identiques^ c'est- 
à-dire que leurs numérateurs sont égaux entre eux, ainsi que 
leurs dénominateurs. 

En effet, puisque la première fraction est irréductible, ses 
deux termes sont premiers entre eux : donc la seconde ne 
pourra lui être égale qu'autant que ses deux termes seront 
des équimultiples de ceux de cette première (102) ; donc ils 
leur seront respectivement égaux, puisqu'ils doivent être aussi 
premiers entre eux. 

104. Il n'est pas toujours nécessaire, pour réduire une frac- 
tion .à sa plus simple expression, de recourir au plus grand 
commun diviseur de ses deux termes; on peut encore y par- 
venir de la manière suivante. Si les deux termes de la fraction 
proposée sont terminés par des zéros, supprimez-en à la droite de 
tous les deux autant qu'il y en a à la droite de celui qui en con- 
tient le moins^ puis divisez les deux termes de la fraction ré- 
sultante par 2 y si la chose est possible; et poursuivez la même 
opération sur lés deux termes de la nouvelle fraction , si vous le 
pouvez; et ainsi de suite, jusqu*à ce que vous trouviez une frac- 
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^tipn doru la deuçe termes m ^oier^ pas HvUibks par 2; Us ne le 
seront par conséquent non plus par aucun des multiples de 2, 
sans quoi ils le seraient encore par 2 (^9). Essayez de diviser 
par 3 ôu^par 9 les deux termes de cette dernière fraction ^ et si 
cette division réussity divisez encore les deux termes de la fraction^ 
résultante par 3 ou par 9, et ainsi de suite tant que cela sera pos- 
sible. Ymts arriverez ainH à Mm fraction dontjes deux term»s 
ne seront plus divisibles par 3 ni par aucun de ses multiples. Con- 
tinuez de ditiser ainsi les deux termes de la dernière fraction 
obtenue par le nombre premier consécutif 'à celui qui vient -de vous 
servir de diviseur, et autant de fois par ce nombre que cela se 
pourra, Vous VQ\is arr$Urez lorsque vous sçxez parx^enu à essayer 
un diviseur plus ^rani que la moitié du plus petit des deux termes 
de la dernière fraction obtenue; et si d'ailleurs ce plvis petit terme 
ne divisa pas k plu^ grande la fraction dont il s'agit aura êvidem,- 
ment ses deux termes premier9 entré ûwai, çt^ sera par açméquent 
irréductible (i02). 

Exemple. La fraction î<3^ViFo^o P^^^^ successivement leç 
formes suivantes : 

On a divisé successivement par 10, 9, 3, 5, 5, 11 et 17. 

*JOS. Si hn a un» suite de fractions égaks entre elles, la 
$(mm&. des numira^çur^ ^ ceUe des dénominateurs farmmi une 
fraction égale à chacune des fractions considérées, 

Soient, eu eff^t, plusieurs fractions supposéei» ^ales, j, jr> 



ftf^ 



a fi * 

T7;soit- la fraction irréductible égale à l'une quelconque 

d'entre elles; ^ellele serft aussi à toutes les autres, Done les 

deux leruKiS de chacune des fractiâna^, rr, t^ sont des équi- 

multiples des deux termes de la fraction j (*02); ç'est-^-dire 

QUoTonaum; 

a=rm.p; a*=am\p] afs^m'^.pî 
ft==m.g; V=^m\q; b"z=zrft!*,q\ 
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d'où Ton lire 

ce qu'il M9ài démontrer. 



S n. ADDITION DBS PRAGTIOIfS. 

ftOO» Pour addUianner plurimirs fraetûms qui oni k même 
dénominateur y faites la aomme d$ lewrs numérateurs^ et donnes 
à cette 9ùmmepaur dinominatmêr celui mêms des fractions pro- 
poêééSn 

Ainsi : ^+JV+^+i^=^î^=!î=2 A (98). . 

107. Lorsque les fractions proposées n'ont pas le même 
dénominateur, oa ne peut pa$ les additionaer dans l'état où 
elles sont; car on ne peut combiner que des quantités bomo- 
gènes, et des fractions qui ont dfss dénominateurs difiérents 
(expriment des collections de pi^rti^s inégales de Tunité» Il 
faut donC| pour rendre Taddition possible, réduire les fre^tUms 
prQpû9éef au même dénominateur^ c'e^t-à-dire les transformer en 
d'autres frottions équivalentes et gui aient UMes un même dénih 
minat^ur. Or il est clair qu'on atteindra q^ but en inullipUant 
les deux ternoes de chaque fraction par le produit des déno*< 
minateurs de toutes les autres. En effet, les nouvelles frac- 
tions que Ton obtiendra ainsi seront respectivement équiva- 
lentes aux premières, car on aura multiplié les deux termes 
de chacune par un même nombre (08, l*) ; de plus, elles w^ 
ront le même dénominateur, car chaque dénominateur sera 
le produit de tous les dénominateurs primitifs (58), seulement 
multipliés dans un ordre différent, ce qui n'altère pas la valeur 
du produit (57). 

Soient, par exemple, les fractions fj, |f , -f^. On fera le cal- 
cul suivant : 

ll-i-tft-i-JjL a?gè«<0<> I 25AQ.t6q I l_l.4«> 1< 

- a fl04M 1 10RII4 1 llia 
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^"108. Lorsque les dénominateurs des fractions que Ton se 
propose d'additionner ne sont pas tous prentiiers entre eux, il 
existe un dénominateur commun plus petit que celui auquel 
on parvient par la règle précédente. Pour le trouver, on cherche 
le plus petit nombre divisible par tous les dénominateurs des 
fractions proposées (03), et c'est là le plus petit dénominateur 
commun*. Pour réduire les fractions proposées à ce dénomi- 
nateur conr\mun, on le divisera successivement par tous les 
dénominateurs, et on multipliera les deux termes de chaque 
fraction par le quotient correspondant. 

Reprenons l'exemple du numéro précédent. En décompo- 
sant les dénominateurs 40,36 et 100 en leurs facteurs premiers, 
on trouve : 

40 = 2».5, 36=:2^3*, 100=2«.5«; 

donc le plus petit dénominateur commun sera 

2».3*.5*. 

On le divisera d'abord par 40 ; et comme ce nombre contient 
trois facteurs 2 et un facteur 5, le quotient ne contiendra que 
deux facteurs 3 et un fadeur 5 : ainsi il sera 3*. 5. On trouvera 
de même que les quotients respectifs du plus petit dénomina- 
teur commun par 36 et 100 sont 2.5* et 2.3*. Ainsi on multi- 
pliera le numérateur de la I" fraction par 3'.5=45, 

celui de la 2« . . . . par 2.5*=50, 

celui de la 3« . . ; . par 2.3*=18; 

et l'on aura par conséquent 

37 I 25 I _U_ 37.46425. 5 0+11. 18 

40 1 ■sre'TiuO — 



16fl5+1250 + lSLâ 311 3 — 3il3 — i ISI 

2. V 3152 TtT*-5» iffoU * 180 
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100. Lorsque les fractions que l'on veut additionner sont 



' * Ceci suppose que les fractions proposées sont réduites à leur plu» simple 
expression. Ainsi le plus petit dénominateur commun auquel on peut réduire 
les fractions f , |§ et | est 12; car f = i®^, i^ = -ft et ^ = i^. 
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jointes à des nombres entiers^ on calcule la somme de ces 
fractions, on en extrait les unités qu'elle peut contenir (98), et 
on les retient pour les additionner avec les nombr.es entiers 
qui accompagnent fcs fractions proposées. < 

Ainsi: 4^+2^^ + 5^=11 il = 12 A. ; 

iiO. La méthode que nous avons donnée au n* i08 pour 
réduire plusieurs fractions au même dénominateur nous a 
conduit à résoudre cette question : Convertir une fraction en 
fraction d'une espèce donnée. La solution de Ce problème était 
fort simple, parce que le dénominateur que devait avoir la 
fraction demandée était un multiple de celui delà fraction pro- 
posée. Hais comment faire lorsqu'il n'en sera pas ainsi?. Com- 
ment transformer, par exemple, f en trente-deuxièmes? Pour 

^ X 32 <o 
cela, j'observe que | =^-52 — = "fr- Or -4^ tombe entre 26 

160 

etâ7: donc-^, c'est-à-dire f, tombe entre |f et f|; donc, 
puisque ces deux fractions diffèrent de ^, chacune d'elles sera 
la valeur de la fraction f à moins de g^. 

Ainsi, pour convertir une fraction en fraction d'une espèce don- 
néCy U suffit de la multiplier par le dénominateur que doit avoir 
la fraction demandée^ et d'extraire les unités entières contenues 
dans le produit. Le nombre entier ainsi trouvé sera le numérateur 
de la fraction cherchée^ laquelle différera de la fraction proposée 
d'une quantité moindre que Vune des parties de l'unité dont elle se 
compose, 

* 111, Il suit de là et du principe du n® 87 que, pour qu'une 
fraction soit exactement réductible en fraction d'une espèce donnée^ 
Hl faut et il suffit que son numérateur contienne tous les facteurs 
premiers de son dénominateur qui ne se trouvent pas dans 
celui que doit^ avoir la fraction ' demandée. Ce dénominateur 
sera donc un multiple de celui de cette fraction^ si elle est irré- 
ductible {W). 

lia. Le problème que nous venons de résoudre fournit le 
moyen de trouver le quotient de la division de deux nombres à 
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rmim d'um unité flrcu^iiotmawe donnée; oar, tmë tt^tûoii êi-> 
primAtit la dÎTision du iltimératetir pàt ïe détiofflinatetu* (M)^ 
il ne s'agitj pour obtenir oe quotient^ que de contrêrtirUHefi^ë^ 
tien en fraction d'une espèce donnée^ OU rertti ainsi qoë^ poUt' 
avoir le quotient de ase par 9 à moine de i^, il suffit de réduire 
la fraction ^^ on quinzièmes, ce qui donne W= 36 ^ = 36 ^ 
pouf sd tàléfui' h iiioitls &e ^. 

8 îti. 8ôtfSTiUcîfiO« tms tkkcmôm. 

A 19. Pour i&usirairB un$ fraotkih drimè mti'èj ptenêÉ là (Hfft^ 
rencô de kur$ fvUmitaîefj^êf ri eU$i om le tnêffiè âênmHmtéur, 
et datmeM à ceUe différence pour êéMmMatèu^ délai ihêienè des 
fractions proposées i 

Ainsi^ — - ft = A* 

Si les fractions dont on demande la différence n^dfitpas le mime 
dénominateur j on les y réduit (107 et iÔ8), ce qui rawme au 
cas précédent, 

i 14. Lorsqu'il y a des entiers joints auso flattions qùè F&H i)êut 
soustraire^ on prend d'ahord la différence déè deux fracHortSj 
puis celle des deux nombres entiefs^ et entité m ajoute céi déuûâ 
différeneesé 

Mais si la fraction à soustraire swpasse tduWe\ on ajoute à 
celle-ci une unité; ce qui retient à Mffmeméf èûri rHémêtatéUr 
du éénominateur commv/n : la soustraction est alors possièléj H 
comme j en opérant ainsij on a augmenté le reste d'une unité, il faut, 
pour lui rèétiiuef sa vcUeiàf, ajouta cette unité au ftarhbfé êfttier 
à soustraire^ 

Soît proposé, par exemple, de soustraire 2 4^ dé 6 ^ : je ré- 
duis d'abord îes deux fractions U et ^ au môme dénomina- 
teur, ce qui donne respectivement |j et fJ.Ûans rimpossibilité 
de soustraire la première de ces deux fractions de la seconde^ 
j'ajoute à celle-ci une unité qui vaut fj, ce qui fait ainsi 
|{|4-|J=3§|. J'effectue aeiuelleinent la soaetraetion, cK il 
reste iJ; mais comme j'û aogmeiàté le reste demandé é'une 
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unité, je retiens cette unité pour l'ajouter au nombre entier à 
soustraire, et je dis : 1 et 2 font '3; 6té de 6, il reste 3 : de sorte 
que la différence des deux nombres proposés est de 3 unités 

Soit encord proposé do soustraire S f de 4 unitési Gomme il 
n*j a point de fraction dans le nombre dont on doit soustraire, 
on y ajoute une unité, qui vaut |; | ôtés de |^ il reste j $ itials 
comme j'ai augmenté d'une unité le nombre dont on soustrait, 
j'ajouterai une unité &u nombre entier à soustraire, et je dirai : 
2 et 1 font 3; 6té de 4, ii reste 1. Le reste demandé est donc 1 1. 



•8 IV* MULTIPLICATION DES FRACTIONS. 

i Itf . Pour multiplier une fraction par un nofnbr$ entiery mul- 
tipliez son numérateur par ce nombre, en ôonservant U dénoini* 
nateur (07, l"*); ou bien diviseg son dénofninat9uf paf le nombre 
entier f en conservant le numérateur (97, d^")/ 

La seconde méthode a sur la première TaTantage de donner 
un résultat plus simple; mais aussi la première est générale, 
tandis que la seconde n'est pas toujours applicable, car le dé- 
nominateur de la fraction multiplicande peut n'être pas diti- 
sible par le multiplicateur. Oft préférera donc celle-dlor9(|tt'oii 
pourra rappliquer, el dans le cas contraire on atira recotif^ à 
l'autre* 

. iiè. Pour miUtiplier deux fractions Vumpar îautre^ multi" 
pliez lesnunièrateurs entre euXj et les dénominateurs aussi Tim 
par Fautre. Soit proposé^ par exemple, de mi^plier { par }. 
D'après la définition de la multiplication, le produit est composé 
avec le multiplicande de la même manière que le multiplica- 
teur l'est avec l'unité (25); donc, puisgu'ici le multiplicateur 
est les I de l'unité, le produit devra être les } du multipli- 
cande. Ainsi, multiplier } par }« c'est prendre les | de {. Si 
je connaissais le huitième de |, il n'y aurait qu'à multiplier ce 
huitième par 3, et le problème serait résolu. Hais prendre le 
huitième d'un nombre, c'est le diviser par 8 : donc le huitième 
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de I sera ^ (97, 4'»). Par conséquent le produit demandé sera 
^, Donc I X I = rS, ce qu'il fallait démontrer. 

117. On prouverait de la même manière que, pour mw/ri- 
plier un nombre entier par une fraction, U faut le multiplier 
par le numérateur^ en conservant le dénominateur^ et qu'ainsi 
5Xf = -^=^ = lî. 

118. Il suit de ces trois principes que Vonpeut^ dans la mul- 
tiplication des fractions f intervertir V ordre -des facteurs sans 
altérer la valeur du produit. Car cela revient à intervertir de la 
même manière l'ordre des facteurs dans les deux termes de la 
fraction-produit, ce qui n'altère pas la valeur de ces deux 
termes (37).. 

Ainsi les produits §.|.g et |.§.f sont égaux , car ils le 
sont l'un et l'autre h ^^l. 

Il suit de là que les principes n"*' 38 et 39 sont égale- 
ment vrais lorsque les quantités que l'on considère sont frac- 
tionnaires, car ils sont une conséquence immédiate du principe 
dun«57. 

119. Il pourra arriver que le multiplicande et le multipli- 
cateur, ou seulement l'un d'eux, contiennent de^ nombres en- 
tiers joints à des fractions. Alors on réduira chaque nombre 
entier et la fraction qui l'accompagne en une seule fraction, ce 
qui ramènera à un des cas que nous avons considérés précé- 
demment. 

Pour réduire un nombre entier et la fraction qui raccompagne 
en une seule fraction, on multiplie ce nombre par le dénominateur 
de la fraction, on ajoute le produit au numérateur, et l'o/i conserve 
le dénominateur. 

Soit, en effet, l'expression 4 f . Tobserve qu'ici une unité 
vaut f , et que par conséquent 4 unités valent 4 fois | ou ^, 
Donc 4 | = ^+f = H^- Mais le numérateur a été obtenu 
en multipliant le nombre entier 4 par le dénominateur 5, et en 
ajoutant le produit au numérateur 3 : donc, pour réduire un 
nombre entier et la fraction qui l'accompagne en une seule 
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fraction, il tàui multiplier ce nombre entier par le dénomina- 
teur, ajouter le produit au numérateur, et conserver le déno^* 
minateur. 

Exemple, Multiplier 3 { par 5 |f. On trouvera : 

^XW=^(»»,2*) = i^ = 22|. 

Ï20. Si Fun des facteurs était un nombre entier et que Vautre 
fût composé iun entier et d'une fraction^ on ne réduirait pas 
celui-ci en une seule fraction : il serait plus simple de, multiplier 
successivement ses deux parties par l'autre factewr, en comment 
faut par la fraction^ afin que^ si le produis contenait des unités^ 
on put les extraire et les ajouter immédiatement au produit de la 
partie entière. 

Exemple. Multiplier 4236 f par 24. Le produit de { par 24 est 
i|&= 13 1= 13^. Je retiens donc 13 unités, pour les ajouter 
au produit de 4236 par 24, et je trouve ainsi que 

42361X24=101677 i. 

iSi. Nous avons vu qu'une fraction exprime une partie ou 
la collection de plusieurs parties égales de l'unité : par consé- 
quent, si nous concevons qu'une fraction soit partagée en plu- 
sieurs parties égales, une de ces parties ou la réunion de 
plusieurs d'entre elles sera une fraction d'une nouvelle espèce : 
nous l'appellerons fraction de fraction. 

On conçoit qu'il est possible de diviser de même ces nou- 
velles fractionsen parties égales ; et en prenant une ou plusieurs 
de ces parties on formera une fraction de fraction de flraction, 
et ainsi de suite. 

122. On peut toujours trouver une fraction ordinaire équiva-^ 
lente à une fraction de fraction. Il suffit pour cela de multiplier 
entre elles toutes les fractions dont il s'agit. Proposons-nous, en 
efifet, de trouver une fraction ordinaire équivalente aux | des 
I de f . La première chose à faire pour obtenir la valeur de 
cette quantité, c'est de prendre les | de f , ce qui se fera en 
multipliant i par | (25). Ainsi les i de t sont égaux à f x f* 

6 
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Il ne reste plus qu'à prendre les | de ces f de f, ce qui se fera 
en les multipliant par |. Ainsi les } des f de | sont égaux à 

|X|XÎ=fcH(ii6) = | = i. 

$ V. DIVISION DES FRACTIONS. 

193. On âii>ise une fraction par un nombre entier de deux 
manièreî: !• en multipliant le dénominateur par le nombre entier, 
H cotts^rmnt le numérateur (97, 4**); 

2* En divisant le numérateur par le nombre entier i et conservant 
le dénominateur (97, 2"). 

Ce dernier procédé a sur le premier l'avantage de conduire 
à un résultat plus simple; mais aussi il est moins général, car 
il arrive très- souvent que le numérateur de la fraction divi- 
dende n'est pas un multiple exact du diviseur. Ainsi on pré- 
férera la seconde méthode toutes les fois qu^n pourra l'appli- 
quer; dans le cas contraire, on aura recours à la première. 

iS4. Pour diviser une fraction par une fraction^ U faut multi- 
plier la fraction dividende par la fraction diviseur renversée. 

Soit proposé de diviser f par f . Le dividende est le produit 
du quotient par le diviseur f . Or, multiplier le quotient par ^ , 
c'est en prendre les f (lèS) : donc le dividende | est les f du 
quotient; par conséquent , en le divisant par 3, on aura le 
septième de ce quotient. Ce septième est donc -^ (97, 4») : ainsi, 
pour atoir le quotient, il suffira de multiplier ce septième 
par 7, oe qui donnera fef . Mais cette quantité est le produit 
de f par J (ti6), et l est la fraction diviseur renversée : donc, 
pour diviser une fraction par une fraction, il faut multiplier 
la fraction dividende par la fraction diviseur renversée* 

iitô. Si tes é»u» termes de la firaction dividende étaient exac- 

iement éwisibiss pêr ceux de la fonction diviseur ^ on pourrait 

eficor» obtenir te q%u>Henl demandé en divisant les deux termes de 

la firaaion dividende respecUvemmt par les deux termss de la 

raHition dMitur. 
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Ainsi é|:f = S = f- 

La démonstration est la même que la précédento; MQlemanl 
les division et multiplication partielles a*exécutent d'après les 
régies du n» 97^ 2» et 8*. 

196« On démontrerait absolument de ta même manière 
que, potir dimser un nombre enti&r par un$ flraeîion, il faut mtit- 
tiplier ce nombre entier par la fraction div^iseurrenv^sée: qu'ainsi 

127. Si le dividende et le diviseuTy ou seulement le diviseur^ 
contenaient des nombres entiers joints à des fractions^ on con- 
vertirait chaque fraction et le nombre entier qui Vacc&mpagne 
en une seule fraction (110), ce qui ramènerait à Vun des cas 
précédents. 

Exemple : Soit proposé de diviser 14-2 par 3 J. On aura 

i4|:3t=^:^ = ^xé = W(9», 2o)=|8 = 3e. 

Si le dividende était composé d'un nombre entier plus une 
fraction, et que le diviseur fût entier, on diviserait successive- 
ment la partie entière et la partie fractionnaire du dividende 
par le diviseur, en ayant soin d'ajouter à cette dernière, avant 
de la diviser, le reste auquel aurait pu conduire la division de la 
première. 

Exemple :l}i\her 101677 4 par 24. La division de 101677 par 
24 donne pour quotient 4236, et 13 pour reste; j'ajoute 13 à 
la fraction ^, ce qui donne ^ (tI9); et en divisant cette frac- 
tion par 24, je trouve -3^=^ = ^; de sorte que le quotient 
demandé est 4236 | (120). 

t 128. Les principes établis au n*" 82 étant des conséquences 
de .ceux démontrés aux n«" 58 et 59, ont par conséquent le 
même degré de généralité que ceux-là; donc ils s'appliquent 
aux nombres fractionnaires aussi bien qu'aux nombres en- 
tiers^ (118). Donc, pour diviser un produit par un nombre quel- 
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conque^ il suffit de diviser Vun de ses facteurs par ce nombre^ en 
consovant les autres facteurs; et pour diviser un nombre quel- 
conque par un produit de plusieurs facteurs, U suffit de le diviser 
successivement par chacun de ces facteurs. On peut, au reste /le 
démontrer directement de la manière suivante : 

Supposons, par exemple, que Ton veuille diviser par ^ le 
produit des facteurs f et | ; on aura évidemment (118 et 124) : 



CHAPITRE V. 

FRACTIONS DÉCIMALES. 



§ I. NUMÉRATION DES FRACTIONS DÉCIMALES. 

129. Si Ton conçoit que Ton partage Tunité en ài^ parties 
égales, chacune de ces parties sera un dixième de l'unité; que 
chaque dixième soit partagé en dix parties égales, l'unité le 
sera alors en cent, et par conséquent chacune de ces nouvelles 
parties sera un centième de l'unité. Si de même on partage 
cliaque centième en dix parties égales, il y en aura mille dans 
l'unité, et par conséquent ces nouvelles parties seront des miU 
lièmes de l'unité, et ainsi de suite. 

Ces parties de l'unité et la collection de plusieurs d'entre elles 
ont reçu le nom de fractions décimales^ parce qu'elles se com- 
posent de parties de Tunité de dix en dix fois plus petites. Or 
nous avons fait cette convention qu'un chiffre placé à la droite 
d'un autre représente des unités dix fois plus petites que celles 
indiquées par cet autre (il) : donc le chiffre que nous écri- 
rons à la droite des unités simples représentera des dixièmes; 
celui qui sera à la droite du chiffre des dixièmes représentera 
des centièmeSy et ainsi de suite : de sorte que l'on pourra repré- 
senter les diverses collections d'unités décimales que contiendra 
un nombre par les mêmes chiffres que les unités entières, en 
faisant occuper à ces chiffres des places convenables. Seulement, 
pour ne pas confondre la partie décimale avec la partie entière, 
on l'en séparera f^r une virgule. 

Veut-on écrire vingt-^inq v/nitis^ trois dixièmes^ deux centiè^ 
mes et quatre dix-millièmes, on écrira : 25,3204. 

Gomme il n'y a pas de millièmes^ on a dû les remplacer par 
un zéro. 
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150. Le nombre 25,3204 peut s'énoncer plus simplement ' 
que nous ne venons de le faire. Si Ton observe, en effet, qu'un 
millième est de Tordre des dizaines par rapport aux dix-mil' 
lièmes^ qu'un centième est de l'ordre des centaines par rapport 
aux dix-miUièmeSy qu*un dixième est de l'ordre des mille par 
rapport aux dix-millièmes, au lieu d'énoncer trois dixièm^es 
deux centièmes et quatre diaymïllièmes, on pourra dire trois mille 
deux cent quatre dix-millièmes : de sorte que le nombre 25,3204 
s'énoncera vingt^^cinq unités^ trois mille dewe cent quatre dix- 
millièmes. 

Ainsi, pour traduire m langage ifrdinaire un nombre décimal^ 
U faut énoncer d*abùrd la partie entière, puis celle qui est à la 
droite de la virgule comms si elle représentait un nombre entier, 
d'après la règle du n"* 15, en ayant soin d'ejotOer^ après le der- 
nier chiffre décimal^ le nom des unités qu*il représente^ Pour 
former le nom des unités que représente le dernier chiffre dé- 
cimal, on observe que d&ax chifftesj Vun entier et Vautre dé^ 
dmaly qui sont placés à la mime distance des unités simples, 
portent des noms analogues ; et, comme le dernier chiffre décimal 
est aussi éloigné du chiffre des unités entières que ce chiffre l'est 
de lui, on voit que le nom des unités que représente le dernier 
chifpre dédmcU est celui même de la, tranche oie se trouve le chiffre 
des unités, m comptant de la droite, et en ayant soin de faire suivre 
le nom de cette tranche de la terminaison ième et de le faire pré- 
céder du mo£ dix ou du mot cent, selon que le chiffre des unités s'y 
trouve au second ou au troisième rang. 

Veat^on énoncer 23007,0000040000028? On préparera les 
deux parties dont il se compose conformépient à la règle du 
n* 15, ce qui donnera 

«3 007^0 000 040 000 028, 

et en observant que le chiffre 7 des unités entières se trouve au 
second rang de la cinquième tranche à partir de la droite, c'esl- 
à-^dii*e de la tranche des trillions^ on en conclut que le dernier 
chiffre décimal 8 représente des dix-trUlionièmes. On dira donc 
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vingP-trm mUle sept unités^ quarante miUians vingt^huit diohtril- 
lianièmes. 

151, On peut encore comprendre dans un même énoncé la 
partie entière et la partie décimale. Ainsi pour le nombre 
25,3204, on observera que le chiffre des unité$ est de Tordre 
des dixaims de mille par rapport aux dix-mUlièmeê^ et que le 
chiffre des dizaines est de Tordre des centainei demiUê par rap- 
port aux dix-millièmes; de sorte que ce nombre s'énoncera : 
deux cent cinquante-trois mille deux cent quatre dix-miUièmes. 

Ainsi, pour comprendre en un seul et mimé énoncé la partie 
entière et la partie décimale^ on énoncera le nombre^ abstrac-- 
tion faite de la virgule^ comme s'il était entier^ et l'on ajouter^ 
après son dernier chiffre le nom des unités décimales que ce chif- 
fre représente (150). 

152. On déduit encore de ce qui précède, que pour écrire un 
nombre décimal sous la dictée^ il faut écrire cCabord la partie 
entière^ puis la partie décimale en se conformant à la règle du 
n"* 12; mais il faut avoir soin de placer^ entre la virgule et le 
premier chiffre significatif décimal^ autarU de zéros qu'U est 
nécessaire pour que le dernier cniffre décimal sait à la même 
distance des unité/ simples que celui qui représente des unités 
entières de même dénomination que. lui. S'il n'y avait point de 
partie entier ei on mettrait un zéro pour en tenir lieu. 

Exemple. Écrire vingt-trois mille quarante unités^ quinze 
mille devbX cent sept dix-billionièmes. On écrira d'abord les 
vingt-trois mille quarante unités : 23040. J'observe ensuite 
que les dizames de billions se trouvent au second rang do la 
quatrième tranche, et qu'ainsi ie chififre des dix-bimoniëtne» 
sera au (9 + 2)*~, c'est*à-dire au onzième rang. Mais le chiffre 
des unités est déjà écrit; de plus, il faut cinq chiffres pour re- 
présenter quinze mille deux cent sept : donc U faudra écrire 
U -^ 6 ;== 5 zéros entre la virgule et le premier chiffre signi* 
fieatif décimal; donc l'expression du nombre proposé sera 
23040,00000^207. 
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On verra de même que qiiatre mille six cent-millièmes, s'écri- 
ront 0,04006. 

153. Les chiffres qui représentent des collections d'unités 
décimales, de même que ceux qui représentent des collections 
d'unilés entières, ne tirant leur valeur que du rang qu'ils occu- 
pent par rapport au chiffre des unités simples, on ne changera 
pas la valeur (Tune fraction décimale en écrivant ou en suppri- 
mant sur sa droite un ou plusieurs zéros : car les chiffres signi- 
ficatifs occuperont encore les mêmes places par rapport aux 
unités simples, et représenteront par conséquent toujours les 
mêmes collectiotis des mêmes unités. 

, On peut dire encore : en ajoutant deux zéros, par exemple, 
à la droite d'un nombre décimal, on exprimera qu'il se com- 
pose alors de cent fois plus de parties de l'unité ; mais aussi ces 
parties seront cent fois plus petites : donc la valeur du nombre 
décimal n'aura pas été altérée, et son expression seule aura 
changé. 

Remarquons que la transformation que l'on fait subir à un 
nombre décimal, en écrivant ou en supprimant des zéros sur 
sa droite, revient à celle que l'on opère sur une fraction ordi- 
naire en multipliant ou en divisant ses deux termes par v.n 
même nombre (99). 

154. Il suit encore du même principe qu'en portant la vir- 
gule de plusieurs rangs vers la droite ou vers la gauche cTun 
nombre, on multiplie ou l'on divise ce nombre par Vunité suivie 
d'autant rfô zéros que la virgule a parcouru de rœngs. 

Si par exemple on avance la virgule de deux rangs vers la 
droite d'un nombre, chaque chiffre aura reculé de deux 
rangs vers la gauche et représentera par conséquent des 
unités cent fois plus grandes : donc toutes les parties du 
nombre étant devenues cent fois plus grandes, le nombre lui- 
même est devenu cent fois plus grand : donc il a été multiplié 
par cent. 

Ainsi 12,346 X 100= 1234,6. Si l'on voulait diviser 12,346 
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par 1000, il faudrait reculer la 'virgule de trois rangs vers la* 
gauche; mais comme il n*y a que deux chiffres entiers, on 
écrira à la gauche de ce nombre deux zéros, dont l'un tiendra 
la place des unités. Ainsi Ton aura 12,346 : 1000 = 0,012346. 

S n, ADDITION DES NOMBRES DÉCIMAUX. 

iSS, Puisque les unités décimales sont soumises à la même 
loi de composition que les unités entières, l'addition des nom- 
bres décimaux doit s'opérer d'après la même règle que celle 
des nombres entiers. Ainsi U faudra d'abord écrire les nombres 
à additionner les uns au-dessous des autres , de manière que les 
unités de même ordre se correspondent dans une même colonne; 
effectuer ensuite l'addition^ en faisant abstraction de lavlrgule, 
d'après la règle du n® 16, puis placer cette virgule dans la somme, 
de manier z qu'elle se trouve au-dessous de celles de tous les nom" 
br es proposés. 

Exemple. Additionner les nombres 0,78; 9,489; 7,9; 0,0497 
^t 6,574. On les disposera comme il suit : 

0,78 

9,489 

7,9 

0,0497 

6,574 



Somme 24,7927 

S ni. SOUSTRACTION DES NOMBRES DÉCIMAUX. 

136. Si les deux nombres décimaux dont on demande la dif- 
férence ne renferment pas le même nombre de décimales, écrivez 
à ta droite de celui qui en contient le moins autant de zéros qu'il 
y a de chiffres décimaux de plus dans Vautre nombre. Cela fait, 
éciHvez le plus petit nombre sous le plus grand, de manière que 
les unités de même ordre se correspondent ; puisy faisant abstraction 
de la virgule, effectuez la soustraction d'après la règle du n^ 21, 
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'et placez enfin la virgule dan^ le reste aurdessoiu de celles des 
nombres proposés. 

Exemple. Soustraire 4,052 de 13,04. On écrira d'abord un 
zéro à la droite du second nombre, puisqu'il n'a que deux 
chiffres décimaux et que Tautre en contient trois, et l'on dis- 
posera les calculs comme ci*dessous : 

13,040 
4.052 

Différence. . . . . • 8,988 

S IV. MULTIPLICATION DES NOMBRES DÉCIMAUX. 

157. Pour multiplier deux nombres décimaux Vvn par l'autre^ 
effectuez la multiplication, abstraction faite de la virgule, puis se- 
parez sur la droite du produit autant de chiffres décimaux qu'en 
contiennent les deux facteurs. 

Supposons, pour fixer les idées, que le multiplicande ren- 
ferme deux décimales, et le multiplicateur une. Si nous faisons 
abstraction de la virgule dans le multiplicande, nous le mul- 
tiplierons par cent (134) : le produit sera donc aussi multi- 
plié par cent (59 et ii8). Si nous supprimons la virgule 
dans le multiplicateur, il sera multiplié par dix, et le produit 
sera par conséquent aussi multiplié par dix ; mais il Tétait déjà 
par cent; donc il l'est actuellement par le produit de cent par 
dix (58 et ii8), c'est-à-dire par mille; donc pour lui rendre 
sa valeur il faudra lé diviser par mille, ce qui se fera en sépa- 
rant sur sa droite trois chiffres par une virgule (i54), c'est-à- 
dire autant qu'il y avait de décimales dans les deux facteurs. 

Exemple, Yeut-on multiplier 42,7 par 5,03? On fera abstrac- 
tion de la virgule, et l'on multipliera m conséquence 4«7 par 
503; puis on séparera trois décimales sur la droite du produit, 
ce qui donnera 2U,78l. 

$ V. DnriSION DES NOMBRES DÉCIMAUX. 
159. Q y (t trois cas à considérer dans la division des nom- 
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bras décimaax : ou le diviseur est exprimé par rnnité suivie 
de plusieurs zéros, ou le diviseur est un nombre entier quel- 
conque, ou enfin le diviseur est un nombre décimal. Exami- 
nons successivement ces trois cas. 

!• Pour diviser un nombre décimal par f unité suivie de plu- 
sieurs zéros , reculez la virgiUe dH autant de rangs vers la gauctis 
. quHl y a de zéros à la hiite de F unité (154). 

189. 2* Pour diviser un nombre décimal par un nombre 
entier j on fera la division sans s'occuper de' la virgule et diaprés 
la règle du n* 49; seulement^ quand on aura abaissé le chiffre des 
unités simples du dividende, on aura soin de placer une virgule à 
droite du chiffre correspondant du quotient. On conçoit, en effet, 
que les unités décimales étant assujetties à la même loi de 
composition que les unités entières, les raisoimements que 
nous avons faits au n"" 49, quand le dividende était entier, 
s'appliqueront encore quand ce dividende sera décimal. 

On pourrait encore dire pour justifier cette. règle : Si Ton 
fait abstraction de la virgule dans le dividende, on le multi- 
pliera par Funîté suivie d'autant de zéros qu'il' renferme de' 
c'hiffres décimaux : le quotient sera donc aussi multiplié par 
ce nombre, car pour qu'un produit soit multiplié par cent, 
par exemple, il faut nécessairement que, si l-un des facteurs ne 
change pas, Tautre soit multiplié par cent (59 et i 18) ; on 
devra donc , pour lui rendre sa valeur, séparer sur sa droite, 
par une virgule, autant de décimales qu'il y en avait dans le 
dividende. 

Exemple, Diviser 2158,89 par 47. Le quotient est 45,93, et le 
reste est 0,18. 

140. 3« Si le diviseur est urh nambre décimal^ je supprime la 
virgule dans le diviseur y et je P avance dans le dividende d* autant 
de rangs sur la 'droite qu*il y a, de décimales dans le diviseur, ce 
qui me ramène au cas précédent, et cela sans altérer la valeur du 
qiMtient, Supposons, en effet, qu'il y ait deux décimales dans 
le diviseur : en supprimant la virgule dans ce nombre , nous 
l'avons multiplié par cent-, donc le quotient a été divisé par cent. 
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car si lé dividende, qui est un produit, ne change pas et que 
l'un de ses facteurs soit multiplié par cent, il faut nécessaire- 
ment que l'autre facteur soit divisé par cent (i28). En avan- 
çant ensuite la virgule de deux rangs sur la droite du dividende 
on a multiplié ce nombre, et par conséquent le quotient, par 
cent; mais c'est après avoir divisé le quotient par cent qu'on l'a 
multiplié par cent ; donc il n'a pas changé de valeur. 

- Exemples. 1® Diviser 215,889 par 4,7. Je supprime la virgule 
dans le diviseur et je l'avance d'un rang sur la droite du divi- 
dende, ce qui me conduit à diviser 2158,89 par 47. Le quotient 
est donc 45,93. Quant au reste, celui de la division de 2158,89 
par 47 est 0,18; mais en multipliant le dividende et le divi- 
seur proposés par 10, on a multiplié le reste de leur division 
par 10; donc la vraie valeur de ce reste est ^4^^=0,018. 

2° Diviser 215889 par 4,7. L'application de la règle conduit 
à diviser 2158890 par 47, ce qui donne pour, quotient 45933, 
Le reste est 3,9. 

• . 141. Quand le diviseur est un nombre entier y le quotient 
est exact à moins d'une unité de V ordre dont est le derni&r 
chiffre du dividende. Ainsi 45,93 exprime le quotient de la 
division de 2158,89 par 47 à moins d'un centième (ex. du 
n* 159). En effet ce quotient est plus grand que 45,93 puisque 
la division a donné un reste; d'un autre côté, il est plus 
petit que 45,94 : car si l'on avait écrit un 4 au lieu d'un 3 au 
quotient, la soustraction correspondante n'aurait pas pu s'ef- 
fectuer. Donc le quotient demandé est compris entre 45,93 et 
45,94; et comme ces deux nombres diffèrent d'un centième, il 
s'ensuit que le quotient diffère de chacun d'eux de moins d'un 
centième. 

142. Il suit de là que pour avoir le quotient de deux nombres . 
à moins d'une unité dècim^ale dwn ordre donnèy il faudra d'abord 
faire en sorte que le diviseur soit entier ^ en appliquant la règle 
du n* 140; puis on écrira à la droite du dividende autant de 
zéros qu'il sera nécessaire pmn/r que le dernier chiffre de ce 
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nombre soit de Vordre décimal dont il s'agit ; ou Wcn, on suppri- 
mera, sur la droite de ce dividende^ tous les chiffres qui représen- 
tent des unités décimales dCun ordre inférieur à celui-là, et Von 
effectuera ensuite la division (139). 

!•' Exemple. Calculer le quotient de 3215,47 par 42,7, à 
moins dun millième. On supprimera d'abord la virgule dans le 
diviseur, et on l'avancera d*un rang dans le dividende, ce qui 
conduira à diviser 32154,7 par 427 ; et comme le dernier chiffre 
du dividende n'est que de Tordre des dixièmes, et qu'on veut 
des millièmes ail quotient, on écrira deux zéros à sa droite, et 
il ne s'agira plus alors que de diviser 32154,700 par 427, ce qui 
donnera pour quotient 75,303, valeur exacte à moins d'un 
millième. 

2« Exemple. Calculer le quotient de 32,1547 par 42,7 à 
mains d^un dixième. On ramènera d'abord cette division à celle 
de 321,547 par 427, puis cette dernière à celle de 321,5 par 
427, ce qui donnera 0,7 pour le quotient demandé. 

143. Les preuves de r addition, de la soustraction, de la multi- 
plication et de la division des nombres décimaux, se font comms 
celles des mêmes opérations sur les nombres entiers. 

Exemple. En divisant 215,889 par 4,7 on a trouvé (140) pour 
quotient 45,93, et pour reste 0,018. Gomme en ajoutant 0,018 
au produit de 45,93 par 4,7 on retrouve le dividende 215,889, 
on en conclut que l'opération a été bien faite. 

S VI. ÉVALUATION D'UN PRODUIT OU D'UN QUOTIENT A MOINS 
D'UNE UNITÉ DÉCIMALE D'UN ORDRE DONNÉ. — MÉTHODE 
ABRÉGÉE POUR FAIRE LA MULTIPLICATION. — MÉTHODE DE 
LA DIVISION ORDONNÉE. 

144. U arrive souvent que Ton a à multiplier, ou à diviser 
l'une par L'autre deux quantités dont l'expression se compose 
d*un grand nombre de chiffres décimaux, et que cependant on 
n'a besoin de leur produit ou de leur quotient qu'à moins d'une 
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unilé, OU dnn dixième, ou d'un centièmet etc., de sorte qu'il 
suffirait d'obtenir ce produit ou ce quotient dans cette limite 
d'approximation. Ou y parvient au moyen des méthodes que 
nous allons exposer successivement, 

' 148. Pour obtenir^ à moim d'um untié déeimah d'wn ordre 
donné, le produit de deuit nombres donnés^ on icrU le rmtitipli^ - 
cande comme à llordinaire ; puU on met le chiffre des imités du 
multiplicateur sous le chiffre du multiplicande qui représente des 
unités cent fois plus petites que celle qui exprime le degré de Vap^ 
proanmation demandée ; on écrit ensuite les autfes chiffres du muir 

- tiplkateur dans leur ordre inverse^ c'est-à-dire les dizaines^ centai- 
nes, etc. ^à droiteduchiffredesunités, lesdiarièmesy leseentièmes, etc.^ 
à gauche de ce même chiffre. 

On multiplie ensuite le multiplicande par chaque chiffre du 
multij)licateur ; on commence seulement chaque multiplication 
partielle au chiffre du multiplicande placé au-dessus du chiffre 
empî(nji> comme multiplicateur, en négligeant tous les chiffres 
de droite. On écrit tous les produits partiels les uns au-dessous des 
autres y de manière que les premiers chiffres à droite se corres- 
pondentj et on fait Vaddition. On sépare sur la droite de la 
somme deux décimales de, plus qu'il n'y en a dans la fraction 
décimale qui marque l* approximation; on supprime les deutp 
derniers chiffHs à droite^ et on augmenté d'une unité le dernier 
chiffre cofiservé. Le résultai est le produit cherché, 

146. Su[»posons, par exemple, que l'on demandé le produit 
tie 43,5636278563 par 4,502038965, à moins d'un centième. 
Il est clair que si je puis calculer chacun des produits partiels 
à moins de 1 millième, dans le cas même où tous ces produits 
seraient erronés précisément de 1 millième ^t tous dans le 
môme sens, l'erreur que je commettrai sera moindre que 
10 millièmes ou qu'un centième, en supposant que le nombre 
de ces prodi\its ne surpasse pas 10. Toute la difficulté consiste 
donc à calculer chacun des produits partiels à moins, de 1 mil* 
lième* 

Je ferai d'abord observer que peu importe l'ordre dans lequel 
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on effectue les multiplications partielles du multiplicande par 
les différents chiffres du multiplicateur, pourvu que l'on dispose 
toujours les produits partiels les uns au-dessous des autres da 
manière que les unités de même ordre soient dans une même 
colonne* Ainsi on pourra renverser l'ordre des chiffiresdu mul- 
tiplicateur. Si de plus on écrit le multiplicateur ainsi renversé 
sous le multiplicande» de manière que le chiffre de ses unités 
soit sous les dix*millièmes du multiplicande, il résultera de cette 
disposition un avantage remarquable : c'est que le produit de 
chaque chiffre du multiplicande par le chiffre correspondant dû 
multiplicateur sera de Tordre des dix-millièmes (remaVquez avec 
soin que, dans le multiplicateur, les unités sont maintenant à 
droite de la virgule et les décimales à gauche); de sorte qu'il 
suffira de commencer la mulliplication du multiplicande par 
chaque chiffre du multiplicateur au chiffre du multiplicande 
qui lui correspond, pour que le premier chiffre à droite de 
chaque produit partiel soit de Tordre des dix-millièmes. Or les 
produits ainsi obtenus pourront bien être erronés de plusieurs 
dix-millièmes, mais ils ne le seront pas d'un millième : en effet 
la partie négligée à droite du multiplicande dans chaque mul- 
tiplication partielle est moindre que 1 dix-millième; donc, dans 
le cas le plus défavorable, celui où le chiffre du multiplicateur 
serait un 9, le produit partiel correspondant serait fautif de 
moins de 9 dix-millièmes et par conséquent de moins de 1 mil- 
lième. Donc la somme des produits partiels (supposés en nom- 
bre moindre que 10) ne sera pas fautive de 1 centième, 

147. Nous disposerons les calculs comme ci-dessous : 

Multiplicande 43,5636278563 

Multiplicateur . 569830,2054 

Produit par 4 \74 2544 

Produit par 5 îl 7815 

, Produit par 2. .... . 870 

Produit par 3 12 

196,Z241 



96 FRACTiONS DÉCIMALES. 

J*ai d'abord multiplié le multiplicande par le premier chif- 
fre 4 du multiplicateur, en commençant la multiplication sur 
le chiffre 6 du multiplicande, et disant : 4 fois 6 font 24 ; j'écris 4 
et je retiens 2 ; 4 fois 3, 12, et 2, 14 ; j'écris 4 et j'eretiens 1, etc. 
Passant au second chiffre 5 du multiplicateur, je dis : 5 fois 3, 
15 ; j'écris 5 et je retiens 1 ; 5 fois 6, 30, et 1,31; j'écris 1 et 
je retiens 3, etc. On obtient ainsi le produit 196,1241, qui 
n'est pas fautif de 1 centième ; donc Iv produit exact est com- 
pris entre les deux nombres 196,1241 et 196,1341 ; donc on 
pourra prendre pour valeur approchée 196,13 qui diffère de 
chacun d'eux, et par suite du produit exact, de moins de 1 cen- 
tième ; ce qui achève de démontrer la règle que nous avons 
donnée. 

Cette méthode, remarqua];^le par sa simplicité, a été donnée 
par Oughtred dans son ouvrage intitulé Artis anaiyticx praxis. 

148. L'illustre Fourrier a donné, pour diviser un nombre 
par un autre, une méthode qui a l'avantage de ne faire con- 
courir chaque chiffre du diviseur à la détermination du quo- 
tient que quand il est devenu nécessaire d'appeler ce chiffre, 
pour qu'il n'y ait point d'incertitude sur celui qu'on va écrire 
au quotient. Voici la règle qu'il faut suivre pour effectuer cette 
division ordonnée. 

« On marquera "^9 dans le diviseur, quelques-uns des pre- 
miers chiffres seulement, par exemple les deux premiers ou 
les trois premiers ou les quatre premiers; nous appelons dm- 
seur dési^ celui qui est ainsi formé des chiffres qu'on a mar- 
qués. Cela étant, on divisera le dividende proposé par le divi- 
seur désigné, en effectuant cette opération selon une règle qui 
ne diffère de la règle commune (49) qu'en un seul point. Voici 
en quoi cette différence consiste : toutes les fois qu'on abaisse 



* Analyse des équations, page 188 et suivantes. 
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un chiffre du dividende à la suite du reste donné par une 
opération précédente, et qu'on forme ainsi un dividende par- 
tiel, il faut corriger ce dernier dividende, en en retranchant 
une certaine quantité ; on obtient ainsi un dividende partiel cor^ 
rigé. Alors on cherche combien de fois ce dernier dividende 
contient le diviseur désigné, et Ton écrit au quotient le chiffre 
qui exprime ce nombre de fois. On multiplie donc le diviseur 
désigné par le chiffre écrit au quotient, et Ton retranche le 
produit du dividende partiel corrigé. On abaisse à la suite du 
reste un nouveau chiffre du dividende, et l'on continue* Topé- 
ration suivant la même règle. 

< Pour trouver la correction qui doit être faite à un dividende 
partiel, c'est-à-dire la quantité qu'on en doit retrancher, on 
écrit, sur une feuille séparée et dans l'ordre inverse, les m 
chiffres trouvés, au quotient, on les présente aux m chiffres 
pris à la suite du diviseur désigné, en sorte qu'ils se corres- 
pondent chacun à chacun, puis on multiplie chaque chiffre par 
celui qui est placé au-dessous de lui, et en ajoutant les m pro- 
duits*, on connaît ce qui doit être retranché au dividende 
partiel, et on effectue la correction. 

c Toutes les fois qu'en suivant cette règle on doit abaisser 
un chiffre du dividende à la suite d'un reste donné par l'opé- 
ration précédente, on examine si ce reste surpasse ou du 
moins égale la somme des chiffres écrits au quotient, et que 



'^ n est facile de compter la somme des produits des chiffres correspondantSy 
sans qu'il soit nécessaire d'écrire ces produits partiels ; car il suffit d'ajouter 
ensemble les seuls chiffrbs des unités de ces produits, en comptant de U 
droite vers la gauche : on ajoutera ensuite, en venant vers la droite, les seuls 
chiffres de ces produits qui expriment des dizaines. Ainsi, dans cet exemple 
876SX3473, 

8 7 6 ô 

3 4 7 3, 

on dira: 3 fois 5, 5; 7 fois 6, 2; et 5, 7; 4 fois 7 , 8; et 7, 15; 3 fois 8, 24; 
et 15, 39; j'écris 9, et je retiens 3; puis, 4 fois 7, 2; et 3, 5; 7 fois 6, 4; et 
5, 9; 3 fois 5, 1; et 9, 10, que j'écris à la gauche de 9. Le résulut est 
donc 109. 

7 
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]*oii ajoute ensemble comme s'ils représentaient des unités. 
Lorsque cette condition a lleu^ on est assuré quelechiffire qui 
a été écrit précédemment au quotieqt est exact. 

« Si Ton n*a marqué, pour former le diviseur désigné, qu'un 
chiffre où deui, ou en général un trop petit nombre de cbif* 
freSt il arrivera que la condition ci-dessus n*aura pas lieu; 
c*e8t-à*dire que le reste d'une opération précédente sera 
moindre que la somme des chiffres déjà écrits au quotient : 
alors le derpier de ces chiffres est encore incertain, et l'on 
est averti qu*on n'a pas marqué un assez grand nombre de 
chiffres pour former le diviseur désigné. Dans ce cas on conti- 
nuera d*abord d'appliquer la règle précédente, en abaissant 
un chiffre du dividende et en effectuant la correction prescrite; 
Si elle ne pouvait être faite, on en conclurait que le chiffre 
écrit au quotient est trop fort : il faudrait donc le diminuer 
d*une unité* » Mais si la correction peut être faite, le chiffre écrit 
au quotient peut encore être trop grand; alors « on abaissera 
un nouveau ctiifb*e du dividende à la droite du dividende par- 
tiel qui a donné ce chiffre incertain, ce qui donnera un nou- 
veau dividende partiel. En même temps on marquera un 
chiffre de plus à la suite du diviseur désigné, ce qui donnera 
im nouveau diviseur désigné. On procédera, selon la règle 
énoncée, à la correction du nouveau dividende partiel; c'est- 
à^ire que Ton comparera les n chiffres déjà écrits au quo- 
tient à un pareil nombre n de chiffres pris à la suite du nou- 
veau diviseur désigné. Ayant formé par cette correction le 
nouveau dividende partiel conigé» on continuera Tapplica- 
lion de la présente règle en faisant usage du nouveau diviseur 
désigné. » 
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PREMIER EXEMPLC 
Premier dfridMkdepftrtlal, 1334; dirlseur désigné, 234. 
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l«mte 64 645 (64>l; le eblffrttft estbon). 

3* diyid« perU cor* .630 

2^refle.... 163 1536 (163 > 6 + 2» 7f te chiffre 2 e»t boe). 

4iOas6.&4'&«3 
3*divid.pftrt.cor*.1486 
3*ieete 83 637 (83>7+6asl3s le eUffie «estbon). 

^ss7^+6.2+M 
4** diirid. iMort. cor.. . . .750 
4*rei«e 4S 468 (46>13-f3s:]6; le ehififie SefCbon). 

J05SS8.64-Î.2 + 6.6+6.3 
5* dîTid. pin. cor. 888 

d^resls..... U9 1480 (149 > 16+1^17; le chiffre 1 est bon). 

J26=:9.5+8.2-h7.6 + 6.3 + 5.1 
0* dmd« part' oer. ... .«1373 
6*r«rte 908 3038 (309>1T4'5=='33; ie cbiffre 6 est bonj. 

J58 = 8 5 + 9.2 +8.6+73 + 6.1 +5.5 
7* dlirid. part cor 188U 

7* reste*. «•* 8 81 (8 <32 + 8=:?dO; le diiifre 8 est icoertafn). 

206=5.8 + 6.5 + 7.1 + 8.3 + 9.6 + 8.2 + 7.5 
(la eotredion ne peut «'efoctver, le ehiUre 8 
est trop fart, et on a éctit 7 au Ueu de 8 aa 

quotient). 

. 8* reste 343 .3427 (242 > 22 + 7 =29 \ le diiflre 7 est bon). 

201 =7.5 + 8.2 + 9.6 + 8^3 + 7.8+ 6^ + M 
8» dîvid. part, cor 2226 

g'reste 120 120 (120 > 39+9 =b38; le chiffre 9 est bi»). 

i49. Démontrons maintenant la règle dont nous veiion» do 
donner an exemple. 
D'abord il est dasr qoe^ de même qa*on est vùra» ne pas 
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trouver un chiffre trop faible en divisant par le premier 
chiffre à gauche du diviseur le nombre d'unités de même 
ordre que renferme le dividende partiel, on aura la même cer- 
titude en divisant par le diviseur désigné la partie qui lui cor- 
respond dans le premier dividende partiel. Ainsi le chiffre 5 
n'est pas trop petit. Le reste correspondant est 64, et à sa 
droite j'abaisse le chiffre 5 qui vient immédiatement après le 
1*' dividende partiel, ce qui donne 645. Mais ce nombre est 
plus grand que le 2' dividende partiel qui doit correspondre 
au diviseur désigné; car au lieu de retrancher du véritable 
premier dividende partiel 123456789a7 le nombre total des 
unités du ?• ordre que renferme le produit du diviseur tout 
entier par 5, je n'ai soustrait que 234.5 = 1170 unités du. 
8" ordre; donc il Ifaut encore ôler du reste toutes celles dû 
7« ordre contenues dans 5678987.5 : or ce produit en fournit 
au inoins b,b; donc je diminuerai 645 de 25 = 5.5, et j'aurai, 
conformément à la règle, pour le 2« dividende partiel corrigé, 
620 * qui, divisé par 234, donne le quotient 2, lequel ne saurait 
être trop petit, et le reste 152. J'abaisse à ladroile de ce reste 
le chiffre suivant 6 du dividende, ce qui donne 1526. Ce nombre 
est plus grand que le S'^'dividende partiel correspondant au 
diviseur désigné; car pour obtenir celui-ci j'aurais dû retran- 
cher du véritable 2« dividende parliel 1234S6789873 le nombre 
total des unités du 7" ordre que renferme le produit de tout le 
diviseur par 52, lequel esl, d'après la méthode d^Oughtred (143), 
abstraction faite des unités du T" ordre qui auraient reHué des 
produits d'ordre inférieur, 23456 . 5 + 2345 . 2 = 23450 .5 + 6.5 
+ 2340 .2 + 5.2; tandis que je me suis contenté dç retrancher 
de 12345678987, P le nombre des unités du 8« ordre obtenu 
en multipliant 2345 par 5,. 2* le produit 234,2, ce qui revient 
à. avoir soustrait 23450.5 + 2340.2 unités du V ordre de 
123456789873; donc je dois encore diminuer le reste 1526 de 
6.5 + 5,2, ce qui me donnera, conformément h la règle, 
i486** poiir 3" dividende partiel corrigé. En le divisant. par 

* Hcma«iquou3 que 620 est l'excès de 12345 sur 2345.5. 

** Remarquons que U86 est Texcès de 123456 sur 23456.5 + 2345.2. 
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234, je trouve pour quotient 6, qui ne peut être trop petit, et 
pour reste 82, à la droite duquel j'abaisse le chiffre suivant 7 
du dividende, ce qui fait 827. En répétant sur ce nonibreles 
raisonnements qui précèdent, on verra qu'il faut le diminuer 
de l'excès de 234567.5+23456.24-2345.6=234560.54-7.5 
+ 23450.2+6.2 + 2340.6+5.6 sur 234560.5 + 23450.2 
+2340.6, c'est-à-dire de 7.5+6.2+5.6, ce qui s'accorde 
avec la règle. 

Maintenant, comment vérifier que les chiffrés successifs 5,2, 
6, 3,... obtenus au quotient, ne sont pas trop grands? Suppo- 
sons, pour fixer les idées, que Ton veuille vérifier le chiffre 3, 
et que l'on ait formé le dividende partiel corrigé 383, qui doit 
donner le chiffre suivant du quotient. J'observe que, dans 
le calcul des quantités que j'ai soustraites du véritable divi-^ 
dende partiel 12345678987364 correspondant au chiffre* 3, je 
n'ai pas tenu compte des reports faits sur les produits d'uii 
ordre inférieur au 7" ; car, en effectuant le produit du diviseur 
par le quotient trouvé 5263, de manière à ne calculer que les 
produits du 7' ordre, nous avons disposé nos facteurs comme 

on le volt ci-dessous : 

2345678987 

3625* 

et nous n'avons commencé la multiplication du multiplicande 
par chaque chiffre du multiplicateur qu'au chiffre du multi- 
plicande qui lui correspond; on a donc négligé ainsi 

987.5 unités du 4* ordre; 
8987.2. . , . . 3«; 

78987.6 2«; 

678987.3 1«. 

Or il est clair que la somme de tous ces produits est moindre 
que 10 unités du 6* ordre multipliées par (5+2 + 6 + 3), 

* Le chiffra 5 est le 4* à gauche dans le quotient trouvé. 
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c^est-à dire que (6+«+6+3) unités dn 7* ; donc, si cetfc 
dernière somme peot se retrancher du dividende .partiel cor- 
rigé 883, le chiffre 3 ne sera pas trop grand, puisque le produit 
eu diviseur par le quotient trouvé pourra, à plus forte raison, 
se retrancher *du véritable dividende partiel 12345678987364, 
donc k eMfft'B 3 ne sera pa$ trop grand si (54-S-f 8-fr3) 
4-(8.5+7.i+8.6-4r5.3), quantité évidemment ihoihdreque 
l0.(5-j-2+6-f 3), ne surpasse pas 488; ce qui aura néces- 
sairement lieu ri la tomme (5 4-2+^ +3) d^^ cbiffires trouvés 
au quotient pmt 90 retrancher du reste 48 correspondant au der- 
nier de ces ehiffru. Mais si ce reste est moindre que cette 
tomme» le cbiffire 8 pourra être trop grand. On abaissera donc 
à la droite de ce reste le chiffre suivant du dividende, et on 
effectuera la correction prescrite* Si elle né peut se faire, on 
AD conclura que le chiffre est trop grand, et ou le diminuera 
d*une unité. Mais H la correction est possiblej le ehiffre pourra 
mcore Être trop grande car on conçoit que la somme de^ reports 
pourrait très«bien ne pas pouvoir se retrancher de 388. On 
abaissera alors ui^ nouveau ehi/pre du dividende à la droite du 
dividende partiel corrigé qui a donné ce chiffre incertain^ et on 
marquera en même temps un chiffre de plm à la droite du diviseur 
désigné, pour continuer V application de la méthode. Si la même 
incertitude se présentait encore, on abaisserait un nouveau 
chiffre à la droite du dernier dividende partiel corrigé, et 
on marquerait un chiffre de plut h la droite du diviseur 
désigné. 
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, DEUXIÈME EXEMPLE. 
Premier dividende partiel, 22; diyiseur désigné, 9. 



2276792028210014 
47 

_£ = 3.2 
2* divid. part, cor 41 



9346572 



243695 
5 



56 (5 <2 + 4=6; le chiffre 4 est incertain) 
20=4.2 + 3.4 (la correction est possible; 4 est en- 
core incertain. On revient au dividende 
416 partiel 41, à la droite duquel on abaisse 
8==4.2 le chiffre suirant 6 du dividende , et 
2* divid. part. cor.... 408 on prend 93 pour nouveau diotstur é^ 

367 (36 > 2+4=6; le chiffre 4 est bon). 
28=6,2+4^ 
3* divid. part, cor ; , . . 339 

609 (60> 6 + 3=9; le chiffre 3 est bon). 
j46=5.2 + 6.4 + 4.3 
4* divid. part. cor. ... 563 

52 (5 < 9 + 6 = 15 ; le chiffre 6 est incertain). 
76=7.2 + 5.4+6.8 + 4.6 (la correction ne peut 
s effectuer, le chiffre 6 est trop grand, et on 
a écrit 5 au lieu de 6 au quotient). 
982 (98>9 + 5=14; le chiffre 5 est bon). 
72 = 7.2 + 5.4 + 6.3 + 4.6 
5* divid. part. cor. .. . 910 

730 (73 > 14 + 9=23; le chiffre 9 est bon). 
113 = 2.2 + 7.4 + 5.3+6.5 + 4.9. 
6* divid. part. cor. ... 617 

Enfin veut-on le reste de la division correspondant au chiffre 
9 da quotient : on observera que la partie du dividende qui a 
donné les 5 chiffres du quotient est 237679202831, qu'on en a 
retranché toutes les unités du 5' ordre que renferme le pro- 
duit du diviseur par le quotient» abstraction faite des re- 
ports provenant des produits d*uq ordre inférieur au 5% ce 
qui adonné pour reste 617 unités du 5* ordre, plus 2891 du 
l*', c'est-à-dire 6172821, Il ne s'agit donc plus que de 
soustraire de ce nombre la sommé des quantités négli- 
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gées dans le produit du diviseur par le quotient, laquelle 
est 117348. 

9346572 
95342 

Produit de 6572 par 9 59148 

572 par 5 2860 

72 par 3 216 

2 par 4 «8 

117348 

la différence 6172821—117348=6055473 est le reste de la 
division. 

180. « Le procédé de la division ordonnée, » tel qu'il est dé- 
crit au n"" 148, fait connaître avec certitude les chiffres exacts 
du quotient, et l'on n'a à employer de nouveaux chiffres que lors- 
qu'il est nécessaire de les introduire pour trouver de nouvelles 
parties du quotient. Celte règle a l'avantage de prévenir tous 
les calculs superflus, et surtout de pouvoir être prolongée au- 
tant qu'il est nécessaire jusqu'à ce que Ton ait trouvé le nom- 
bre des chilTres exacts que l'on veut obtenir. On doit en faire 
usage toutes les fois que, le diviseur contenant un grand nom- 
bre de chiffres, il s'agit de déterminer seulement quelques- 
uns des premiers chiffres du quotient*. » 

161. La méthode que nous venons d'exposer peut servir 
évidemment à trouver le quotient de deux nombres entiers à 
moins d'une unité décimale d'un ordre donné. Rien n'est, en 
efiet, plus facile que de déterminer à priori le nombre des 
chiffres entiers du quotient ; après les avoir trouvés, on placera 
la virgule, et l'on cherchera les chiffres de la partie décimale, 
en s'arrêtant quand ou sera assuré de l'exactitude du chiffre 
de l'ordre de l'unité d'approximation donnée. 

Cette méthode s'applique également à la détermination du 
quotient de deux nombres décimaux quelconques. Ainsi, 

* Analyse des équations, page 190. 
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si Ton demandait à moins d'un millième le quotient de 
22707,92028210014 par 934,6572, on dirait : le dividende est 
plus grand que 10 fois le diviseur, et plus petit que 100 fois le 
diviseur^ donc la partie entière du quotient a 2 chiffres. Or 
nous devrons iious arrêter au 3* chiffre décimal qui est de 
Tordre des millièmes; nous nous bornerons donc à calculer 
5 chiffres exacts dif quotient des deux nombres donnés, abs- 
traction faite des virgules. Le quotient 24,359 sera exact à 
moins d'un millième. 

IiS2. Nous reviendrons à la un de cet ouvrage sur les ques- 
tions d'approximation et sur l'évaluation des erreurs relatives 
correspondantes des données et du résultat* 



CHAPITRE VI. 

CONVERSION DES FRACTIONS ORDÏNAIRES 
EN FRACtiONS DÉCIMALES. 



iô5. Il y a deux cas à considérer dans la conversion des 
fractions ordinaires en fractions décimales : ou le dénomincueur 
est exprimé par Vunité suivie d'un au de plusieurs zéros j on le dé- 
nominatewr est un nombre quelconque, 

l"" Supposons que le dénominateur soit formé de l'unité 
suivie d'un ou de plusieurs zéros. J'observe que toute fraction 
pouvant être considérée comme exprimaiit la division de son 
numérateur par son dénominateur (94), nous obtiendrons la 
valeur décimale de cette fraction en divisant son numérateur 
par son dénominateur, ce qui se fera en écrivant le numérateur ^ 
et en séparant sur sa droite, par une viryuk, autant de décimales 
qu'il y avait de zéros dans- le dénominateur (154). On parvien- 
drait au même résultat en écrivant la fraction proposée d'après 
la règle du n* 152. 

IS4. 2* Considérons le cas où le dénominateur est un nom- 
bre quelconque. 

Convertir une fraction ordinaire en décimales, c*est la trans- 
former enune autre qui ait pour dénominateur l'unité suivie d'un 
certain nombre de zéros (129) : ainsi la question actuelle n'est 
qu'un cas particulier de celle que noiT*^ ". :::3 résolue aun* 110. 
Si le dénominateur était connu, il n'y aurait qu'à multiplier la 
fraction proposée par ce dénominateur, ce qui reviendrait à 
écrire à la droite de son numérateur autant de zéros qu'il en con- 
tient, extraire les unités du produit, et diviser le nombre ainsi 
trouvé par ce dénominateur; mais comme on ne le connaît pas. 
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on concevra que le numérateur soit suivi ef tm nom bre indéfini de zé- 
roSy on effectuera la division de ce numérateur ainsi préparé parle 
dénominateur de la fraction proposée, et Von séparera sur la droite du 
quotient autant de décimales que Von awra employé de zéros. Si par 
exemple on avait écrit cinq zéros à la droite dn numérateur, on 
attrait multiplié la fraction proposée par 100000 : donc le quo- 
tient troi -é vaudrait 100000 fois cette fraction; donc, en le di- 
visant par 100000 y on aurait la valeur de cette fraction. 

Exemple. Convertir { en décimales. On effectuera le calcul 
indiqué ci-dessous : 



m9oo 


8 


20 


625 


40 










Comme il a fallu employer trois zéros pour arriver à un reste 
nul, on devra séparer trois décimales sur la droite du quotient^ 
ce qui donnera | = 0,625. 

On peut dire encore : L'expression décimale de la frac- 
tion I serait connue si Ton savait combien elle renferme de 
dixièmes, de centièmes, de millièmeSj etc. Or, une unité valant 
10 dixièmes^ les | d'une unité vaudront les f de 10 dixièmes, 
c'est-à-dire les ^^ d'un dixième (23) ; or la division de 50 par 
8 donne 6 pour quotient et* 2 pour reste: donc les { d^ime unité 
valent 6 dixièmes, plits les | efun diocième. Mais un dixième vaut 
10 centièmes : donc les | d*un dixième vaudront les | de 10 cen- 
tièmes, c'est-à-dire l^s ^ d'un centième. En effectuant la divi- 
sion de 20 paf 8, on trouve 2 pour quotient et 4 pour reste, 
et on en conclut que les i d'un dixième valent 2 centièmes, 
plus les I d'un centième, et ainsi de suite, ce qui conduit à la 
règle précédente. 

Proposons-nous encore de convertir -ft en décimales. 



500^0 
60 
50 



11 



45 
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On voit que le reste de la seconde division partielle est le 
numérateur même de la fraction proposée; et, comme on 
devra écrire à sa droite un zéro., le troisième dividende partiel 
sera le même que le premier : nous retrouverons donc pour 
troisième quotient et pour troisième reste le premier quotient 
et le premier reste, ce qui entraînera le retour du second divi- 
dende partiel, et par conséquent du second quotient, et du 
second reste, et ainsi de suite indéfiniment. On voie donc que 
les chiffres 4 et 5 reviendront périodiquement et à l'infini 
dans l'expression de la fraction décimale équivalente à la 
fraction i\; et, comme le premier chiffre de cette expression 

est de Tordre des dixièmes, on aura -1^ = 0,45454545 

Donc la fraction ^ n*est pas exactement réductible en déci- 
males. 

liSS. Us fractions décimales telles que 0,45454545^., dans 
lesquelles les mêmes chiffres reviennent périodiquement et à Vin- 
fini y se nomment • fractions décimales périodiques. Dans 
l'exemple précédent, h période est 45. 

Il arrive souvent que la période ne commence qu'après quel- 
ques chiffres irféguliers. Pour distinguer ces fractions de celles 
dont nous venons de parler, nous les appellerons fractions pé- 
riodiques mixtes^ par opposition aux autres, que nous nom- 
merons fractions périodiques pures ou simples. 

0,3454545.... est- une fraction périodique mixte dans la- 
quelle la période est encore 45, et dont la partie irrégulière 
est 3. 

* 186. Nous venons de voir que certaines fractions ordinaires 
pouvaient être converties exactement en fractions décimales, 
tandis qu'il y en a d'autres qui ne sont pas susceptibles d'une 
pareille réduction. Nous allons examiner à quoi tient celte dif- 
férence, et pour cela nous chercherons qu^ellcs sont le^ conditions 
nécessaires et suffisantes pour qu'une fraction ordinaire soit 
exactement réductible en décimales. 

Nous avons vu (154) que, pour convertir une fraction ordi- 
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naire en décimales, il fallait écrire un certain nombre de zéros 
à la droite de son numérateur et diviser ensuite le numérateur 
ainsi préparé parle dénominateur : donc, pour qu'une fraction 
soit exactement réductible en, décimales, il faut et il sufSt que 
le produit de son numérateur par Tunité suivie d'un certain 
nombre de zéros soit eitactement divisible parle dénominateur. 
Mais nous savons (87) que, pour qu'un nombre soit divisible par 
un autre, il est nécessaire qu'il renferme tous les facteurs pre- 
miers de cet autre : or, en multipliant le numérateur par l'unité 
suivie de plusieurs zéros, nous n'avons introduit dans ce numé- 
rateur que les facteurs premiers 2 et 5 (88), car l'unité suivie 
de plusieurs zéros, étant une puissance parfaite de 10 (42), n'a 
pas d'autres facteurs premiers que 2 et 5 : donc, pour que la 
division puisse réussir, U faut que le numérateur primitif ren- 
ferme tous les facteurs premiers du dénominateur autres que 
2 et 5. Je dis maintenant que cette condition est suffisante : car^ 
pnisqu'en écrivant un zéro à la droite du numérateur on le 
multiplie par 10, pour chaque zéro qu'on écrira à sa droite on 
introduira dans ce numérateur un facteur 2 et un facteur 5 : 
donc on pourra y introduire tous les facteurs 2 et 5 du déno 
minateur, de sorte qu'alors le nouveau numérateur contiendra 
tous les facteurs premiers du dénominateur, et sera par con- 
séquent divisible par ce dénominateur. 

* 187. Concluons donc, !• que pour qv!une fraction soit ré- 
ductibleen décimales^ U faut et il suffjt que son numérateur 
contienne tous les facteurs premiers autres que 2 et 5 qui se trou^ 
vent dans son dénominateur : d'où il suit que si la fraction propo* 
sée est réduite à sa plv>s simple expression, on ne pourra la con- 
vertir exactement en décimales qu'autant que son dénominateur ne 
contiendra pas d'autres facteurs premiers que 2 et 5, puisque ces 
autres facteurs ne pourraient se trouver dans le numérateur. Alors 
l'expression décimale de la fraction proposée contiendra autant de 
chiffres décimaux qu'il y a d'unités dans leplm haut exposant des 
facteurs 2 et 5 du dénominateur. 

En effet, si Ton écrit à la droite du numérateur autant de 
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zéros qu'il y a d'unités dans le plus haut exposant des facteurs 
2 et 5 du dénominateur, on aura introduit dans ce numérateur 
tous les facteurs premiers 2 et 5 qui se trouvent au dénomina^ 
teur : par conséquent la division sera devenue possible ; mais, 
comme on aura multiplié la fraction proposée par Tunité suivie 
d*un certain nombre de zéros, il faudra diviser le quotient 
trouvé par ce multiplicateur^ ce qm se fera en séparant sur sa 
droite autant de décimales que Ton a écrit de zéros à la droite 
du numérateur, c'est-à-dire autant qu'il y a d'unités dans le 
plus haut exposant des iacteurs 2 et 5 du dénominateur. 

Exemple, La fraction ^=0,075, et, en effet, son dénomina- 
teur 40=2^.5 : donc son expression en décimales deyait con- 
tenir trois chiffres. 

2* Que si le numérateur ne contient pas tous ks facteurs pre- 
miers dû dénominateur autres que 2 et 5, la fraction ne pourra 
pas être convertie exactement en décimales. Or je dis que, dans 
ce cas, la fraction décimale à laquelle conduira le calcul sera né- 
cessairement périodique. 

En effet, puisque le reste d'une division est nécessairement 
moindre que le diviseur, il est évident que la division du nu- 
mérateur suivi d'un nombre indéfini de zéros par le dénomina- 
teur ne pourra pas donner plus de restes partiels différents 
qu'il y a d'unités moins une dans ce dénominateur. Par consé- 
quent, après un nombre de divisions au plus égal au dénonai- 
riateur diminué d'une unité, on retombera sur un des restes 
obtenus précédemment; et, comme on devra écrire un zéro à 
sa droite, on retrouvera Tun des dividendes partiels précé- 
dents, ce qui entraînera le retour périodique des mêmes quo- 
tients, et des mêmes restes. La fraction décimale sera donc 
périodique, et la période ne contiendra pas plus de chiffres gu'tf 
y a (ï imités moins vm dans le dénominateur de la fraction ordi^ 
naire proposée. 



CHAPITRE VII. 

CONVERSION D£S FRACTIONS DECIMALES 
EN FRACTIONS ORDINAIRES. 



158. P&ur convertir une fraction décimale en fraction ordi^ 
nairCf on prend pour numérateur la partie décimale^ abstraaion 
faite de la mrgiUe, et pour dénominateur f unité mime d'autant de 
zéros qu'il y a de chiffres décimaux. 

En effet, en faisant abstraction de la virgule dans la fraction 
décimale propos, on mulâplie cette fraction par l'unité suivie 
d'autant de zéH)s qu'il y a de chiffres décimaux dans cette frac- 
tion : d'où il suit que, pour obtenir la valeur de cette fraction, 
il faut diviser le résultat par l'unité suivie de ce même nombre 
de zéros. 

On verra ainsi que 0,^304 =-^n5ou = ètf *• 

159. On sent que cette méthode serait ira praticable si la frac- 
tion proposée était périodique, puisque alors les deux termes 
de la fraction ordinaire équivalente devraient être composés 



* L*appMcalâo& de eéftte régie conduit à une nouveUe dérnoostfaiioa de 
celles données aux n°* X^t, XM» et !#•. Ventru, jMtf exemple, di¥ûer 
215,889 par 4,7 : on observera que cela revient à diviser — fo2ïï^ P^ î^> ce 
qui donne ^IMg^iiî (12*), ou, en simpUfiant, ^^J^.^^ . Mais,pouref- 
fectuer la division de 215889 par 100.47, on peut d'abord diviser le dividende 
par 100, puis le quotient de cette division par 47 (52) : donc on devra en dé- 
finitive diviser 2158,89 par 47» c'estrà-dire appliquer la règle du u? 140. 
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chacun d'un nombre indéfini de chiffres ; il faut donc employer 
un autre procédé pour convertir une fraction périodique eh 
fraction ordinaire. 

Supposons d'abord que la fraction soit périodique pure, et 
prenons pour exemple 0,27272727.... Si nous portons la vir- 
gule à droite de la première période, le nombre 27,272727.... 
que nous obtiendrons ainsi, sera composé de deux parties : 
Tune entière, qui est la période 27 ; Tautre décimale, qui est 
la fraction proposé^ elle-même*. Donc, si de ce résultat on re- 
tranche la fraction proposée, il restera la période. Mais, en 
portant la virgule à la droite delà première période, nous avons 



* Si cette démonstration ne paraissait pas. suffisamment rigoureuse, on 
pourrait dire : Supposons que la fraction proposée renferme n périodes ; si 
nous portons la virgule à la droite de la première de ces périodes, le nom- 
bre 27,272727..., que nous obtiendrons, sera composé de deux parties : 
Tune entière, qui est la période 27, et l'autre décimale, qui est la fraction 
proposée elle-même, moins la valeur de sa dernière période, c'est-à-dire 
~ l^ioï» ^^^^f ^^ ^^ ^ résultat on retranche la fraction proposée, il 
restera la période 27, — ï^. Mais, en portaut la virgule à la droite de la 
première période, nous avons rendu la fraction proposée cent fois plus 
grande : ainsi , de cent feis la fraction proposée nous avons retranché une 
fois cette fraction ; donc le reste que nous avons trouvé, c'estrà-dire 27 — ï%J;, 
vaut 99 fois la fraction proposée ; donc en divisant ce reste par 99, nous ob-* 
tiendrons la fraction ordinaire équivalente à la fraction décimale 09272727.... 
Donc 

0,272727.... =|î-—njSÎ:ç5 (IM). 

Or la quantité 100* sera d'autant plus grande (881) que n sera plus grand, 
et on peut môme assigner à n une valeur assez grande pour que la quan- 
tité 100»%» ^^ P^ conséquent pour que la différence entre 0,272727. ... et 
^Z soit moindre que toute grandeur assignable; donc ^ est une limite dont la 
fraction 0,272727. . . . approche d'autant plus qu'on la compose d'un plus grand 
nombre de périodes, mais qu'elle ne peut atteindre qu'autant que le nombre 
de ces périodes est infini; c'est Abrs seulement qu'on a 

0,272727....=}}. 

Donc, pour eonveiiir une froHon deeiwuUe périodique pure^ etc. 
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rendu la fraction proposée cent fois plus grande : ainsi, de cent 
fois la fraction proposée nous avons retranché une fois cette 
fraction; donc le reste que nous avons trouvé, c'est-à-dire la 
période, vaut 99 fois la fraction proposée ; donc, en divisant 
cette période par 99, nous obtiendrons la fraction ordinaire 
équivalente à la fraction décimale 0,27272727.. . » Donc 

0,27272727.... = |î = ^. 

Donc, pour convertir urne fraction décimale périodiqtie pure en 
fraction ordinaire, il faut prendre pour numérateur la période^ 
et pour dénominateur un nombre formé d*autant de 9 qu'U y a de 
chiffres dans la période. 

En appliquant cette règle à Fexpression 3,054054054.... on 
trouvera qu'elle est égale à3^ = 3ïfr=3^ = ^(il9). 

160. Supposons maintenant qu'il s'agisse d'une fraction pé- 
riodique mixte, et soit pour exemple la fraction 0,3454545.... 

Si nous portons la virgule successivement à droite et à 
gauche de la première période, les nombres'345,454545.... et 
3,454545..., que nous trouverons, seront composés de deux 
parties entières différentes, mais d'une même partie décimale, 
qui sera une fraction périodique pure, ayant même période 
que la proposée. La différence de ces deux résultats sera donc 
la différence (345—3) de leurs parties entières. Or, en portant 
la virgule à droite de la première période, nous avons rendu la 
fractioa proposée mille fois plus grande, et en la portant 
à gauche, nous l'avons rendue dix fois plus grande : ainsi, de 
mille fois la fraction proposée, nous avons retranché dix fois 
celte fraction, et par conséquent le reste (345—3) vaut 990 fois 
cette fraction; donc on aura la valeur de la fraction proposée 
en divisant ce reste par 990, ce qui donne Hte^=î5u = i5*- 



* En lépétant sur la fraction Q, 3454545... les raisonnements que nous 
avons faits dans la note du numéro précédent, on donnera à cette démonstra- 
tion toute la rigueur qu'on pourra désirer. 

8 
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Donc, pour ctmmftir une fraction périodique mixte en frac- 
tion ordinaire, il faut prendre pour numérateur la différence de 
dmx nombres entiers que Von obtient en portant la virgule succès- 
sioti9n&nt à Id droite et à la gàu^hè de la première période, et pour 
dèntminaîéur vn^ombre composé d* autant de 9 quHl y a de chif- 
fres dans te période^ sui'ois d'autant de zéros qu'il y a de chiffrer 
irréguliers» 

Exemple. Réduire la fraction 0,09702702702 

en fractiori ordinaire. En portant la tirgule SâGCeâsiveiQêût à 
droite et à gauche de la première période^ on trouve les nom- 
bi*c9 enti^ri 970S et 9 : donc la fltaction proposée e^t égale à 

«70.2-9 _9fl93 3 59 

99900 — 99900 ' — 37 UO * 

161. Il suitdecette règle que fe numérateur d'une fraction 
ordinûire équivalente à une fraction périodique mixte ne peut 
pas être terminé par un zéro : car, pour que cela fût, il faudrait 
que le dernier chiffre de la période fût le même que le dernier 
deschilTres inéguliers; naais alors ce dernier chiffre serait le 
premier de la période, de sorte que l'on n'aurait pas fait com- 
mencer cette période là où elle commence réellement 

*l62, Il suit du n* 157 que, lorsque le dénominateur d'une 
frâcUoû irréductible renferme d'autres facteurs premiers que 2 
et 5, cette fi*aclion ne peut pas être convertie exactement en 
déeimales, et nous avons vu qu'alôfs elle donnait lieu à une 
Sthtûùn périodique : or on peut se demander si cette fraction 
sera pure ou mixte. 

Toute fraction irréductible dont le dénominateur ne renferme 
aucun des facteurs premiers 2etb est équivalente à une fraction 
périodique pure. 

En effet, si la Mdion décimale équivalente à la firiiçtion pro* 
posée n'est paBun^ ftuction périodique pure, elle sera une frac- 
tion périodique mixte, et en convertissant celle-ci en fraction 
ordinaire, le résultat devra être équivalent à la fraction généra- 
trice : il faudra donc qu'en réduisant cette fraction résultante à 
sa plus simple expression, tou$ les facteurs !î et 5 qtd se trou- 
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vent dans son déaomittateur (i60) dtsparaisDenC, el pour cela 
il faut qu'il y ait autant da léroa à la droite du numérateur qu*k 
celle du dénominateur. Or oû a va (i6i) que le numérateur 
d'une fraction ordinaire équivalente à une fraction périodique 
mixte ne peut pas être terminé même par un seul 2éro : donc 
il n*est pas possible qu'en réduisant en décimales une fraction 
irréductible dont le dénominateur ne renferme aoeun des fac- 
teurs 2 et 5, on puisse trouver une fraction périodique mixte ; 
donc on trouvera une fraction périodique pure. 

* i65. Si le dénominateur d^%me fruction irréductible renferme 
quelqu^es-uHS des facteurs premiers 2 et b, la fraction décimale 
équivalente sera une fraction périodique mixte, dans laquelle il 
y aura autant de chiffres irréguliers qu*il y a d^unités dans le 
plus haut exposani des facteurs Si et b qui se trouvent dam son 
dénominateur. 

Sa efifet» si la fraction décimale équivalente à la fraction pro- 
posée n'est pas une fraction périodique mixte» elle sera une 
fraction périodique pure, et» en convertissant celle*ci en frac- 
tion ordinaire, le résultat devra être une fraction équivalente à 
la fraction génératrice. Or cela est impossible, puisque le dé- 
nominateur de cette fraction résultante^ étant exprimé par un 
certain nombre de chiffres 9 (i59}, ne renfermera aucun des 
facteursE et 6 ; et par conséquent, en réduisant cette fraction àsa 
plus simple expression, on ne pourra pas retomber sur la frac* 
tion génératrice^ dont le dénominateur e^ supposé contenir 
quelques-uns de ces facteurs» Donc la frwstkm décimale équÀoa* 
^ lente à ktproposée doit être périodique mixte. 

Gela posé, si on convertit cette fraction décimale en fraction 
ordinaire, on obtiendra une fraction dont le dénominateur sera 
terminé par autant de zéros qu'il y a de chiffres dans la partie 
non péripdique (iOO).Or, en la réduisant à sa plus simple ex- 
pression, il restera nécessairement dans le dénominateur tous 
les facteurs 2 ou tous les facteurs 5 qui s*y trouvent, puisque 
le numérateur n'est pas divisible à la fois par 2 et par 5 (181), 
mais on retombera ainsi sur la fraction génératrice : donc kplus 
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haut exposant des factewrs 2 et 5 contenus dans le dénominateur de 
cette fraction est pricisiment égal au nombre des chiffres irréguliers 
de la fraction périodique mixte équivalente. 

, 104. SiToD appliquelarègledun*'i59àlafraction0|9999..., 
on trouvera qu'elle est équivalente à f = 1^ résultat qui parait 
absurde au premier abord. Mais si Ton considère que 

la fraction 0,9 diffère de Tunité de 0,1 

0,99 * 0,01 . 

.... 0,999 0,001 

. • . . . 0,9999 0,0001 

etc., 

on concevra qu*en prenant dans Texpression de la fraction pé- 
riodique 0,999.... un nombre suffisant de chiffres, la fraction 
décimale que Ton obtiendra pourra différer de Tunité d'aussi 
peu que Ton voudra. Uunité est donc une limite dont la frac- 
tion décimale 0,999... différera d'autant moins qu'on la com- 
posera d'un plus grand nombre de chiffres, et qu'elle atteindra 
seulement quand le nombre de ses chiffres sera infini; alors on 
aura rigoureusement 0,999.... = !• 

105. Pour approcher de la valeur d^un nombre décimal à 
moins d'une demi-unité d'un ordre décimal donné, il faut sup- 
primer tous les chiffres qui suivent celui de l'ordre dont il s'agit 
en ayant soin de forcer Vunité sur le dernier de ceux que Von con- 
serve lorsque le premier des chiffres que Von néglige surpasse b, ou 
est un 5 suivi d autres chiffres. 

l Supposons, pour fixer les idées, que l'on demande la valeur 
d'un nombre décimal à moins d'un demi-centième, et consi- 
dérons l'expression 0,235. Celte fraction diffère évidemment 
d'un demi-centième de chacun des deux nombres 0,23 et 0,24 ; 
donc en prenant chacun d'eux pour valeur delà fraction 0,235, 
ou commettra sur cette fraction une erreur d'un demi-ccu- 
tième» 
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Si maintenant on considère un nombre décimal dont le 
troisième cbiCfre soit moindre que 5, par exemple 0,234678, 
ce nombre sera évidemment compris entre 0,23 et 0,235, 
et comme ces deux-ci difTèrent d'un demi-centième, on en con- 
clut qu'en prenant 0,23 pour yaleur de la fraction 0,234678 
on n'aura pas commis sur cette fraction une erreur d*un demi- 
centième. 

Supposons au contraire que le troisième chiffre du nombre 
proposé soit un 5 suivi d'autres chiffres, ou soit plus grand que 
5 : considérons par exemple le nombre 0,23758423. Ce nombre 
sera évidemment compris entre 0,235 et 0,24; et comme ces 
deux nombres diffèrent d'un demi-centième^ on voit que 0,24 
est sa valeur à moins d'un demi-centième. 



CHAPITRE VIII. 
HfiSVKfS ANCUËNNeS ET IIODSRWES. 



S ï, SYSTÈME MÉTRIQUE. 

i66. Mesurer une quantité^ (fest chercher son rapport à une 
autre quantité de inime espèce qu'on est convenu de prendre pou/r 
unUéy c^est'à-dire powr terme de comparaison de toutes les grcmr- 
deurs de cette espèce. Il doit donc y avoir dans les mesures une 
variété relative h celle des espèces de quantités et même de sub- 
stances que l'on veut comparer. Mais nous ne nous occuperons 
ici que des mesures de longueur^ de surface, de volume, de car 
pacUéf de poids et de valeurs ^monétaires, parce qu'elles sont les 
plus usuelles. Lorsqu'on aura choisi une unité pour chacune de 
ces espèces de grandeur, il faudra composer' avec cette unité 
des mesures plus grandes, pour éviter l'emploi de nombres 
trop considérables dont on se forme difficilement une idée 
exacte, et subdiviser aussi cette unité, afin de pouvoir mesurer 
les quantités qui sont plus petites; enfin, pour soulager la mé- 
moire, et réduire les calculs au plus grand degré de simplicité 
possible, on devra soumettre les mesures plus grandes et plus 
petites que l'unité principale à la môme loi, et cette loi sera la 
loi décimale. C'est précisément là ce qu'ont fait les auteurs du 
sysièmjemétriqueQiioi^\è actuellement en France» Ils ont appelé : 

Mèire, l'unité de longueur; 

Are^ l'unité de surface ; 

Mètre cube ou stère, l'unité de volume; 

Litre, l'unité de capacité ; 

Gramme, l'unité de poids; 

Franc, l'unité monétaire. 
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• 

167. On a formé les mesures composées en prenant due, 
cent, mUlê^ dix mille fois Tunité fondamentale, et les mesures 
plus petites en divisant cette unité en dùgy cmu «niib parties 
égales. De plus, pour rappeler cette numération, on a fait 
précéder le nom de Tunitè principale des mois : . 

MnUA, KILO, HECTO, DÉGA, DÉCI, CENTI, MAU, 

tirés du grec et du latin, et qui correspondent respectivement à 

msn wSdt^ mUhi CÊntj diœ, dmèm$^ ^ûnMèmê, mUUèmê. 

Les composés du mètre seront ainsi : 

Myriamètrej kilomètre^ hectomètre^ décamètre^ dkimètn^ cùfUi- 
mètrej millimètrey qui signifient respectivement : 

DiiB milk mètres^ mille mètres, cent miH'es, dix mètnsy dixième 
de mètre, centième de mètre, millième d$ mifro. 

Parmi les mesures qui dérivent de Tare, Vhectare et le cen- 
tiare sont les seules usitées. 

Le stère n'a pas d'autres composés que le décastère et le dé- 
dstère. 

Ceux du litre et du gramme sont : 

Le kilolitre, Yhectolitrey le décalitre, le dédlUre, le centilitre; 

Le kilogramme, Vheotofframme, le dêcagramme, ledécigramm^, 
le centigramme y le milligramme. 

Quant au franc, il n'a pas de composés multiples, et ses 
composés sous^multiples sont le décime et le centime. 

i69. Pour imprimer au système métrique une durée qui fût 
à l'abri de ces révolutions qui ont bouleversé le monde, on ré- 
solut de donner aux nouvelles mesures une base commune, et 
de prendre cette base dans la nature même. En conséquence, 
Delambre et ^f^c/iain ont mesuré l'arc du méridien compris entre 
Dunkerque et Barcelone, et de leurs opérations combinées avec 
celles que Bouguer et Lacondamine avaient déjà exécutées au 
Pérou, on a conclu la distance du pôle à l'équateur. Cette Ion* 
gueur a été divisée en dix millions de parties égales, et Ton ^ 
fiait construire une règle de platine dont la longueur, à la tem* 
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pérature de la glace fondante, fût précisément égale à Tune 
de ces parlies. Telle est la longueur qu'on a prise pour unité 
linéaire, et qu'ainsi on a appelée mètre. Le mètre est donc la 
dix-millionième partie du quart du rnèridien terrestre. . , 

Les mesures itinéraires s'évaluent en myriamètres ci en kilo- 
mètres, et le mètre sert pour la comparaison des longueurs peu 
considérables. On ne doit donc pas employer alors les noms 
systématiques. Ainsi on dira : Cette allée a trois cents mètres, 
et non pas trois hectomètres; mais on dira qa'ily a huit cent vingt 
et un myriamètres de Paris à Pékin. 

* Il résulte de la subdivision du mètre que la circonférence du 
méridien terrestre vaut quarante millions de mètres, par consé- 
quent 40 000 kilomètres ou 4000 myriamètres. 

L'are est v/n carré dont le côté a un décamètrCy de sorte que 
cette mesure vaut cent mètres carrés*, c'est-à-dire cent fois un 
carré dont le côté a un mètre. Ainsi le centiare n'est autre 
chose qu'un mètre carrée 

On emploie Y are et Y hectare pour évaluer les surfaces des 
champs : on dit ainsi qu'une pièce de terre a 2 hectares 35 ares 
24 centiares (2*'35%24). Mais, pour les petites superficies, comme 
celles que l'on considère dans les toisés de la menuiserie, par 
exemple, on fait usage du mètre carré. Il se subdivise en cent 
décimètres carrés; le décimètre carré se subdivise de même en 
CENT centimètres carrés, et le centimètre carré en cent millimètres 
carrés; de sorte que, pour convertir' un nombre quelconque de 
mètres carrés en décimètres carrés, ou en centimètres carrés, ou en ' 
millimètres carrés, il faut le multiplier par 100, ou par 10000, 
ou par 1000000. Enfin, iesgrandes étendues superficielles, telles 
que la çurface d'un État, se mesurent en myriamètres carrés. 



* Si l'on conçoit, en effet, un carré dont chaque côté ait 10 mètres, et 
que par les points de division du côté vertical on mène des parallèles à la 
base, on l'aura partagé en dix bandes d'un mètre de haut sur dix mètres de 
base : donc, si par les points de division de la base on mène des parallèles 
à la hauteur^ on partagera chaque bande en dix carrés d'un mètre de côté; 
de sorte que le carré donné sera partagé en dix fois dix ou en cent de ces 
carrés. 
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Il faut ayoir bien soin de ne pas confondre le dixième, le cen- 
tième et le millième d'un mètre carré avec le décimètre carré, 
le centimètre carré et le millimètre carré. On voit, en effet, 
qu'un mètre carré valant 100 décimètres carrés, le dixième 
(fun mètre carré vaut dix décimètres carrés. — : 

Dans Texploilàtion des carrières, dans le calcul des quan- 
tités de terre qu'il faut transporter d'un lieu dans un autre, et 
dans le mesurage des* corps solides, on exprime les volumes 
en mètres cubes *. Le mètre cube se subdivise en mille déci- 
mètres cubes **; le décimètre cube en mille centimètres cvbeSy et le 
centimètre cube en mille millimètres cubes; de sorte que, pour 
convertir un nombre quelconque de mètres cubes en décimètres 
cubes y ou en centimètres cubes ^ ou en millimètres cubes; 
il faut le multiplier par 1000, ou par 1 000 000, ou par 
1 000 000 000. 

• L'unité de volume prend le nom de stère quand on l'emploie 
pour mesurer les bois de chauffage ou de charpente. Nous ferons 
observer que le stère, considéré comme mesure effective, n'a 
pas la forme d'un cube dont chaque côté aurait un mètre de 
longueur: il a celle d'un châssis composé d'une solive horizon- 
tale appelée sole, sur laquelle s'appuient deux montants verti- 
caux écartés Tun de l'autre de 1 mètre, et dont la hauteur varie 
avec la longueur habituelle des bûches ; cette hauteur est de 
0",88 à Paris, où les bûches ont 1",14 de longueur; elle serait 
de 1 mètre, si les bûches étaient longues de 1 mètre. 



* Cn cube est respace compris sous six carrés égaux : ainsi un dé à jouer 
est un cube. Si chaque côté du cube a un mètre, un décimètre, etc. , on 
dit que c'est un mètre cube, un décimètre cube, etc. 

** Si l'on partage la longueur et la largeur de la base d'un mètre cube char 
cune en dix parties égales, qui auront par conséquent un décimètre d'éten- 
due, et que par les points de division on mène des plans parallèles aux faces 
latérales opposées, on aura partagé le mètre cube en cent tranches d'un mètre 
de hauteur et d'un décimètre carré de base : donc, si l'on divise cette hau- 
teur en dix parties égales, et que par les points de division on mène des 
plans parallèles à la base, chaque tranche sera partagée en dix décimètres 
cubes; de sorte que le mètre cube contiendra cent fois dix ou mille de ces 
cubes. 



< 



132 MESURES ANCIENNES ET MODERNES. 

Le LITRE est wne mesure d$ forma cyUndriqvs dont la capacité 
m un déoimèire cube, La hauteur du cylindre est égale au dia- 
mètre de sa base : mais pour les liquides, le double litre et les 
mesures plus petites sont des cylindres d'une hauteur double 
du diamètre. On yoit ainsi que la capacité d'un bassin qui 
contiendrait 2340 litres est de dewi mètres cubes irentô'giKttre 
centièmes (2"-*''*-,34), 

Les vins et les liqueurs se mesurent à V hectolitre et au litre, 
suivant qu'on les vend en gros ou en détail* Dans les mêmes 
circonstances on mesure les matières sèches, telles que les 
grains, à Y hectolitre^ ou au décalitre et au litre. Enfin, on em*- 
- ploie le décilitre et le centilitre dans le mesurage des graines 
.propres à rhorticulture. 

Le GRAMME est le poids^ dans le vide^ dun centimètre cube 
d'eau distillée, à la température de 4 degrés au-dessus de zéro 
du thermomètre centésima>l (ce thermomètre est celui où l'inter- 
valle compris entre les points de la congélation et de Tébulli- 
tion de l'eau est divisé en 100 parties égales nommées degrés). 
On s*est servi d'eau distillée^ afin qu'étant parfaitement pure, 
on pût, quand on le voudrait, répéter rexpériencç avec da la 
même eau. On a choisi la température de 4 degrés au-dessus de 
iséro, car c'est celle où Teau éprouve la plus grande conden* 
sation possible. On a pesé dans l'air, non pas un çenlimèîre 
cube (son poids eût été trop faible), mais un décimètre cube 
d'eau ; puis on a calculé quel aurait été son poids si Texpé^ 
rience avait été faite dans le vide*, et l'on a fait construire un 
étalon en platine qui ne représente ce poids que dans le vide. 
Sa millième partie est donc le gramme, puisqu'un décimètre 
cube vaut 1000 centimètres cubes. 

Les fortes pesées, telles que la charge d'un navire ou d'un 
bateau, s'évaluent en tonneauga et en quintaucç* Le tonneau 
vaut mille kilogrammes^ et ]e quintal en vaut cent. Pour les 



* Ce calcul était nécessaire pour avoir le véritable poids du décimètre cube 
d*eau : car un corps perd dans Vair une partie de son poids égale à celui 
du volume de ce fluide qu*il déplace. 
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peséas peu considérables, on emploie le kilogramme, Phccto- 
gramme et le décagramme ; mais quand on a de très-petits poids 
à évaluer, on fait usage du gramme et de ses subdivisions. 

Dans les poids et les mesures de capacité, chaque mesure a 
son double et sa moitié. Ainsi la loi tolère» pour plus de com* 
modité dans lé commerce, le double décalUre «t le demi-déca^ 
litrCy le double hectogramme et le demi-hectogramme, etc. 

Il suit de la définition du gramme que pour avoir le poids 
d'un volume donné d'eau^ il n'y a qu'à exprimer ce volume en 
centirnètres cubes, et autant on en trouvera, autant cette quantité 
d'eau pèsera de grammes, et réciproquement. On verra ainsi 
qu'un litre d'eau pèse mille grammes ou un kilogramme, et que 
le tonneau contient mille litres, ou un mètre cube. 

ie FRANC est une pièce d'argent pesa/nt cinq grammes, et alliée 
d'un dixième de cuivre. Les monnaies d'or sont pareillement 
ciliées d'un dixième de cuivre. Cet alliage donne à la monnaie 
une dureté qu'elle n'aurait pas si elle était en argent ou en or 
pur, et la rend ainsi plus propre à résister à l'usure. 

Il suit de la définition du franc que pour trouver en grammes 
le poids d'une somme émargent évaluée en francs, il s-uffit de la 
multiplier par 5, qu'ainsi 200 fr. pèsent 1000 grammes; que 
réciproquement, pour trouver la valeur d'une somme d'argent 
dont on connaît le poids en grammes, U faut diviser ce poids 
par 5 ; ainsi, un sac d'argent qui pèse 82,5 hectogrammes, ou 
8250 grammes, vaut 1650 francs. 

La valeur du franc étant fixée à cinq grammes d'argent, on a 
dû, avant de fabriquer des monnaies d'or, établir la proportion 
de Fora Vargent, c'est-à-dhre le rapport qui existait alors entre 
les valeurs de ces métaux à poids égal ' ce rapport a été fixé k 
15,5; d'où il suit que 20 francs en argent pesant 100 grammes, 
une pièce d'or de 20 francs devait peser V4S= V^» c'est-à- 
dire la 155*'"' partie d'un kilogramme. Ainsi 155 pièces de 20' 
pèsent un kilogramme, etle poids dechacune est^=6»,45 161, 

La pièce de $' a 27 millimètres de diamètre, et celle de l' en a 
23; les deux ensemblefont 5 centimètres, et 20 pièces de chaque 
espèce étant mises en ligne donneront la longueur du mètre. 
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La série des monnaies françaises se compose de 14 pièces 
qui sont indiquées dans le tableau suivant. Le bronze des nou- 
velles pièces qui remplacent les anciennes monnaies de cuivre, 
est composé de 0,95 de cuivre, 0,04 d'étain et 0,01 de zinc. ' 

■ L 



DÉSIGNATION 
et 

VALEDB DES PIÈCBS. 


DIAMÈTRE 

OU 

toodole 

des pièces. 


POIDS 

des 
pièces. 


MONNAIES d'or. 

.Pièce de 100 francs. 


millimètres. 
35 
28 
21 
19 
17 

37 
27 
23 
18 
15 

30 
25 
20 
15 


grammes. 

32,25806 

16,12903 

6,45161 

3,22580 

1,61290 

25 
10 

5 

2,5 

1 

10 
5 
2 
1 


50 — • 


— 20 — 


— 10 ' — 




MONNAIES d'argent. 

Pièce de 5 francs. 


— 2 — 




— 4 — ^50 centimes^ 


— 1 "~ ^20 centimes) 


MONNAIES de BRONZE. 

Pièce de 10 centimes. . . » 




— 2 — 







Comme il eût été très-difficile, dans la fabrication, de don- 
ner exactement aux pièces le poids légal, la loi tolère une petite 
erreur en plus ou en moins; c'est ce qu'on appelle tolérance 
de poids. Elle varie de 1 à 3 millièmes sur les pièces d'or, et 
de 3 à 10 millièmes sur les pièces d'argent. 

169, Les objets d'or et d'argent sont toujours alliés d'unmé 
tal moins précieux, tel que le cuivre, et le rapport du poids de 
la quantité d'or ou d'argent pur contenue dans un objet à son 
poids total est ce qu'on appelle le titre de cet objet. Ainsi, quand 
on dit qu'un bijou d'or est au litre de 0,840 (le titre s'exprime 
en millièmes), on entend que la quantité d'or pur qu'il rea- 
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ferme est les 840 millièmes de son poids; dé sorte que s'il pèse 
50 grammes par exemple, il contient 508X0,840 = 42gram- , 
mes d'or pur, et par conséquent 8 grammes de cuivre. 

Il suil de là que les monnaies d'or et éTargerU sont au titre de 
900 millièmes. La loi accorde une tolérance de titre qui est de 
0,002 en plus ou en moins pour les monnaies d'or et d'argenl. 

Il y a trois titres légaux foixr les ouvrages d'or, savoir : 0,920, 
0,840 et 0,750. Il n'y en a que deux pour l'argent, qui sont 
0,950 et 0,800. Ces titres sont indiqués par des poinçons dont 
tout ouvrage d'cr ou d'argent doit être frappé dans un bureau 
de garantie où son titre est vérifié. 

La loi fixe à 6 francs 70 centimes par kilogramme d'or et à 
1 franc 50 centimes par kilogramme d'argent, les frais de fa- 
brication des monnaies, déchet compris : d'après cela, un lin- 
got d'argent, pesant un kilogramme et au titre de 0,900, vaut 
seulement 198 francs 50 centimes, et un kilogramme d'or au 
même titre vaut 200' x 15,5 — 6^70 = 3093 fr. 30 cent. 

D'après cela, si l'on veut savoir combien vaut un kilogramme 
d'argent pur, on observera qu'un lingot pesant un kilogramme 
et au titre de 0,900, contient 900 grammes d'argent pur, de 
sorte que la question revient à celle-ci : 900» d'argent valent 
I98',50* : quel est le prix de 1000* d'argent? On trouvera ainsi 
qu'un kilogramme d'argent pur vaut 220', 56«, et un kilo- 
granmie d'or pur 3437'. 

On pourra, d'après cela, calculer facilement la valeur intrin- 
sèque d'un objet d'or ou d'argent dont on connaîtra le titre et 
le poids. 

Exemple. Une pièce d'argenterie au titre de OfibO pèse un kilo- 
gramme : quelle est sa valeur intrinsèque? 

Réponse : 209', 53. 

Lorsqu'on vend de la vieille argenterie, c'est toujours à un 
titre inférieur à son titre légal. Ainsi, dans les tarifs des nom- 
naies, les titres légaux des ouvrages d'or et d'argent, poin- 
çonnés avant la loi du 19 brumaire an iv, sont diminués de 
trois millièmes; de sorte que si l'on veut calculer la valeur 
d'une pièce de vieille argenterie pesant un kilogramme et 
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marquée au titre de 0,800, il n'y aura qu'à multiylier 2i0',56 
par 0,797, et on trouvera 176',78» 

170. Les' uni tés métriques d'une même espèce étant assujet- 
ties à la loi décimale, on sent que le calcul de ces mesures est 
absolument le même que celui dps nombres décimaux : de 
sorte que Taddition, la soustraction, la multiplication et la di- 
vision de ces mesures s'effectueront d'après les règles des 
n"" 158 à 143. Il en sera aussi de même des questions rela- 
tives à leur numération. Par exemple, 32''-«,506 s'énonceront 
(150) trente-deux kilogrammes cinq cent six millièmes ou cinq 
cent six grammes, ou encore (151) trente-deux mille cinq cent 
six grammes. Ainsi, pour écrire deux cent quatre hectares trente- 
cinq centiaresy on observera que le centiare est la dix-millième 
partie de Thectare, et qu*en conséquence l'expression de ce 
nombre sera 204*-',0035. 

On verra encore que, pour convertir un nombre quelconque 
d'unités métriques en waitès de Vordre immédiatement supérieur 
ou inférieur j il faut diviser ou multiplier ce nombre par dix, 
sauf les exceptions que nous avons indiquées en parlant du 
mètre carré et du mètre cube (p. 120 et lâl). 

Ainsi 32^-*»,5Ô6 = S"*» 2506 = 325»»-»,06. Cette facilité de 
convertir les unes dans les autres les subdivisions d'une même 
espèce de mesure, par le simple déplacement de la virgule, est 
un des plus précieux avantages de notre système métrique. 
Par là nous pourrons, comme on le verra dans le chapitre X, 
ramener immédiatement un calcul de nombres concrets déci- 
maux à un calcul de nombres entiers. 

171. Lorsque le résultat d'un calcul de nombres concrets 
est exprimé en décimales, on ne conserve pas dans cette ex- 
pression les chiffires décimaux d'un ordre inférieur à la der^ 
^nière des subdivisions qu'admet l'unité que l'on considère. 

Ainsi dans l'évaluation 
des grandes distances, on s'arrêtera au kilomètre; 
des petites longueurs, au millimètre et même au 

centimètre; 
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des grandes gaperficies, ao kilomètre carré ; 

des superficies des champs^ au centiare ; 

des petites superficies, au décimètre carré * ; 

des volumes, au décimètre cube"^; 

des grandes capacités, au litre; 

des petites capacités^ au décilitra; 

des très-petites capacités, au centilitre; 

des fortes pesées, au torineauoiiauquintal; 

des pesées moyennes, au kilogramme ou au dé- 

cagramme; 

des petites pesées, au milligramme et même 

au centigramme; 

des valeurs monétaires, au centime. 

Toutefois on fera en sorte qm Terreur commise soit moin-' 
dre qu'une demi-*tinité de la subditlsion à laquelle on s'arrè* 

tera (168), 

S II. COMPARAISON DES ANCIENNES ET DES NOUVELLES 
MESURÉS. 

178. On se servait autrefois en France d'un grand nombre 
de mesures formant des systèmes dont tes différentes parties 
n'étaient point liées par des rapports simples, et qui donnaient 
lieu à des calculs compliqués; mais nous ne parlerons ici que 
de la toisBy qui était l'unité linéaire, de la livre-poids^ et de la 
livre-tournois ou monétaire. 

La TOISE (*) $e suhdivisait en s(tt pieds {e**-), te pied en DOtnte 
pouces (12P), et le pouce en DOtrZE lignes (12ï). 

Lo LiVRE-poms Ç')valait seize orwes (16*), Ponce huit ^tq^ (8®), 
et le gn^s soixante*dou2E grains (72«)* 

La LiVRE-TouRNOïs (*) se subdivisait en vingt sous (èO*), et le 
sou en DOUZE deniers (l^"^)* 

Nous nous proposons ici de con^erUr un nombre quekmiqx^ 



* Le c«jattiaèttd carré et te millimètre carré, ainsi que le centimètre cube 
et le millimètre cube» so&t dee nantîtes trop peUtes pour ne paft être négti^ 
gées le plu souysent. 
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de toises, pieds y pouces et lignes, en mètres, et réciproquement; 
un nombre quelconque de livres, onces, gros et grains, en kih^ 
grammes, et réciproquement; et un nombre quelconque de livres, 
sous et deniers, en francs, et réciproquement. li s*a^t donc de 
déterminer les rapports qui existent entre les nouvelles unités 
de longueur, de poids et de monnaies, et les anciennes, et vice 
versa, 

175. Des mesures citées au n* 168, la commission du mètre 
a conclu que le quart du méridien vaut 5130740 toises; et 
comme le mètre est la dix-millionième partie de cette longueur, 
on voit que 

1« = 0^5130740. 

Or une toise vaut 864 lignes : ainsi nous convertirons en 
lignes cette valeur du mètre en la multipliant par 864, ce qui 
nous donnera 1"" =443^,295936, ou, plus simplement, 

l« = 443>,3, 

valeur qui n'est pas erronée d'un demi-centième de ligne (165). 
On voit donc que, pour convertir un nombre quelconque de 
mètres en toises, il suffis de multiplier kik3\Z par ce nombre, et de 
réduire le nombre résultant en toises; et que pour convertir en 
mètres un certain nombre de toises, il n'y a qu*à convertir ce 
iiombre en lignes, et diviser le résultat par 443,3. 

Exemples : I* Combien 11",234 valent-ils de toises? 
Réponse : 1 1",234 =443^3 X 1 1,234 =4980» = 5^ 4' 7p*. 



* Pour réduire ces 4980 lignes en toises, pieds et pouces, on a dit : Un 
pouce vaut 12 lignes, donc 4980 lignes vaudront autant de pouces que 12 U- 
gnes y seront contenues de fois. Je divise donc 4980 par 12, ce qui donne 
pour quotient exact 415 : ainsi 4970* = 41 5'; mais un pied vaut 12 pouces : 
donc 415 pouces vaudront autant de pieds qu'ils contiendront de fois 
12 pouces. Je divise donc 415 par 12; le quotient est 34 et le reste 7; 
donc 4 151* = 34^ 7'. Or 34 pieds contiennent des toises, et on obtiendra ce 
nombre de toises en divisant 34 par 6, nombre de pieds contenus dans une 
toise, ce qui donnera ô toises pour quotient et 4 pieds de reste : donc 
4980»=5* 4^ 7». 
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2* Combien b'^k^ 7? valent-Us de mètres ? 

Biponse: 5*4'7»=4980"=(^)-=ll-,234, à mains dCun 
demi-mUlimètre. 

174. Les expériences de Lefèvre-Gimau ont montré que 

1^=18827, 15 grains: 

donc, p(mr convertir un nombre quelconque de kilogrammes en 
livres^ il n'y a qu'à multiplier 18827», 15 par ce nombre y et ré- 
duire ensuite le produit en livres. Réciproquement, powr con- 
vertir wn nombre quelconque de livres en kilogrammes^ on corn- 
m/encera par le réduire en grains^ et on divisera ensuite le résultat 
par 18827,15. 

Exemples. 1* Gombiein 5"*,85 vaient-ils de livres? 

Réponse : 

5^,85= 18827«,15X5,85=110138i,8 = 11^15n®50f,8. 

2*» Combien 6*'5'' valent-elles de kilogrammes? 

Réponse : 6''5»=58176»=(TiS^^)"=3^,09. 

178. Des expériences très- précises ont appris que 80' va- 
lent 81* ; de sorte que l'=|è*, et que l*=|Ç'. 

D'après cela, pour convertir une somme de francs ^ par exem- 
ple 254',95, en livres^ sous et deniers, il n'y aura qu'à en prendre 
les gÇ, ce qui se fera en F augmentant de sa 80* partie, que F on 
obtiendra en prenant le S'' delà somme proposée, après avoir re- 
culé la virgule d'un rang vers la gauche : puis à convertir succès^' 
sivement les fractions décimales de la livre et du sou respectivement 
en sous et en deniers, en les multipliant par 20 et par 12. On fera 
donc le calcul suivant : 

254 ,95 

3 ,1869 

258*, 1369 

2* ,738 

S'» ,856 

Ainsi 254',95=258*2*9^ (168). 
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Si niainteiiant on veut évalxier en francs un certain nombre 4e 
livret^ sous et deumrs^ par exemple 258*^2'9^, im commencera 
par réduire les deniers en fraction décimale du sou, en lesdivisan$ 
par 1 2 ; puis les soibs en fraction décimale du franCy en les divisant 
par 20; et Ton trouvera ainsi que 

258*2«9^=258*2%75=258«,14; 

puis, pour convertir en francs V expression nouvelle de la somme 
proposée j il faudra en prendre les 1% ou la diminuer de sa SI* par- 
tie laquelle s^ obtiendra en la divisant par 9, pui$ en prenant U 
9* du quotient. On aura donc 



258 


,14 


2» 


M 


3 


,19 



254' ,95 

176. Enfin, pour faciliter les conversions des anciennes 
mesures en nouvelles, el réciproquement, on a construit des 
tables qui donnent en décimales lés 9 premiers multiples de 
chacun des rapports du mètre à la toise, au pied, au pouce et 
à la ligne, et réciproquement^ et de même pour les autres me- 
sures; de sorte que, pdrleur moyen, on n'aura que de simples 
additions à faire pour' effectuer ces conversions. Ces tables 
sont insérées chaque année dans V Annuaire du Bureau des Lor^ 
gitudei. 

$ IIL MESURES ÉTRANGÈRES. 

» 

177. Les systèmes de mesures suivis parles autres nations 
européennes sont encore presque tous irréguliers, et le calcul 
s'en doit faire, comme celui des anciennes mesures françaises, 
d'après les règles des nombres complexes, que nous établirons 
au chapitre suivant. En donnant ces systèmes avec leurs liai- 
sons légales, il ne sera pas nécessaire d'en dresser des tables, 
comme on le fait habituellement, et il sera plus utile aux 
élèves de faire eux-mêmes les réductions et conversions aux- 
quelles donne lieu la comparaison de ces différeuts systèmes. 
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lia Belgique et la Grèce sont, jusqa*à présent^ les seuls paya 
étrangers où Ton suive le système métrique sans aucune mù^ 
difleation. 

La Hollande, depuis 1820, emploie le noLfime système, mais 
avec les noms anciens adaptés aux nouvelles mesures. 

En 1810, le duché de Bade adopta le système métrique ainsi 
modifié : un pied de 3 décimètres, une aune de S pieds, une 
toise de six pieds, une perche de 10 pieds, une inn*ede500graii^ 
mes, le pied et la livi'e ayant des divisions décimales. 

La réforme prussienne, faite en 1816, n'a pris au système 
métrique que quelques divisions décimales. Elle consacre pour 
toute la monarchie le pied du ^hin, égal à 31 3,8.536 milUmè^ 
très, et divisé en douze pouces; une a%me de 25 pouces 4, une 
toise de 6 pieds, ulie perche de 12 pieds, cette toise et cette 
perche étant divisées en parties décimales^ Le mille est de 
2000 perches. Pour les matières sèches, le tonneau est de 
4 scheffel^ et 9 tonneaux font 64 pieds cubes. Pour le vin, Vei- 
mery divisé en i anker et en 60 maas^ vaut 3840 pouces 
cubes, en sorte que 4 eimer font 5 scheflel. La livre de Colo- 
gne est devenue la livre prussienne, et équivaut à 467 grammes 
et deux tiers : elle représente la 66* partie du poids du pied 
cube d*eau distillée, pesé dans Tair à 15 degrés du (hermo* 
mètre RéaUmur*; elle se divise en Z2loth et 128 quintin. t^our 
là monnaie, on fait usage du marc, ou demi-livre, divisé en 
288 grains. 

D'après les travaux de Katef, la longueur du pendule simple 
qui bat la seconde à la latitude de Londres est de 39, 1393 pouces 
anglais,dont l2formentlepte(2; celui-ci, comparéaumètre«s*est 
trouvé de 304,7945 millimètres. L'aune ou yard est de 3 pieds; 
la toise ou brasse, nommée fathom, est de 6 pieds. Une ordon- 
nance de Henri VU fixe le mille itinéraire à 880 fathoms ; ce 
mille se divise en 8 furlongs ou stades, chacun de 40 perches 
ou poks. Pour les mesures agraires, 40 perches carrées font un 



* Ce thermomètre est oelui où rintervaUe compris eùtre les points de la 
congéla^on et de l'ébulUtion de Teau est diyisé en 80 parties égales. 
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rood, et le quadruple un acre. Suivant la loi nouvelle, un pouce 
cube d'eau à 62 degrés Fahrenheit et 30 pouces de pression 
barométrique pèse 252,458 grains, dont 5760 font la livre tray^ 
et 7000 la livre avairdupoids; la première, servant à peser les 
matières précieuses, se divise en 12 onces, Fonce en 20 penny, 
le penny en 24 grains; la seconde, pour les pesées du com- 
merce, se divise en 16 onces, et l'once en 16 drachmes, La 
livre troy pèse, défait, 373,233 grammes, et la livre avoirdu- 
poids 453,5 grammes. Pour les mesures de capacité, il y a un 
gallon dit impérial contenant 10 livres avoirdupoids d'eau pure 
à 62''F. et 30 pouces de pression, et un# contenance réelle de 
4,543 litres ; il se divise en quarts et huitièmes; 2 gallons font 
un pechy 8 un bushel^ 24 un sack, 64 un quartery et 28a un 
chaldron. Les étalons des mesures anglaises, qui ne s'accordent 
point exactement avec les mesures métriques, ayant été brûlés 
dans le récent incendie de la Tour de Londres, sont à refaire; 
et sans doute on remontera, par dea comparaisons plus soi- 
gnées, à la source des divergences en question. 

L'Espagne vient d!adopter le système, métrique. Les an- 
ciennes mesures étaient : un pied de 282,6 millimètres réduit 
à 278,4 par les ingénieurs, pour qu'il fût à celui de Paris dans 
le rapport exact de 6 à 7, en sorte que 7 nouveaux pieds d'Es- 
pagne valent 6 pieds de Paris ; une aune ou vara de 3 pieds ; 
une livre de 460 grammes. 

Le Portugal, en 1825, a pris pour aune ou vara une lon- 
gueur de 1 1 décimètres, et pour livre un poids de 459 grammes. 

Une réforme a eu lieu en Suisse, en 1850, pour y établir l'uni- 
formité des mesures sur les bases suivantes: uiipiedàe 3 décl- 
mèlres, une /ivre de 500 grammes, et une pinte d'un dèmi-litre. 

En 1823, la Suède a revisé ses poids et mesures. Le pied, de 
296,9 millimètres, a été divisé en parties décimales. Le 10"* du 
pied cube est l'unité des mesures de capacité, sous le nom 
lie kanna; mais on a conservé les huit espèces de livres qui 
étaient en usage dans ce pays. 

Une pareille révision vient d'avoir lieu en Russie ; on y a 
conservé les mesures linéaires modifiées par Pierre le Grand, 
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en sorte que la sagène a été fixée à 7 pieds anglais ; l'aune ou 
arschine en est le tiers, et se divise en 32 doigts, dont 24 for- 
ment une coudée^ et 16 un pied. Le verst^ mesure itinéraire, est 
de 500 sagëncs. Le v^dro des liquides est de 12 litres et un tiers» 
et. le tcheivert des graines de 209,8 litres. La livre est de 
409 grammes et demi, et 40 livres font un pud. 

L'Autriche est aussi occupée d'une révision de son système 
de poids et mesures. Le ped est de 316 millimètres, et la livre 
de 560 grammes ou la 56* partie du poids d'un pied cube 
d'eaUé 

En général, les systèmes de mesures sont anglais aux États- 
Unis, portugais au Brésil, espagnols dans toutes les anciennes 
colonies d'Espagne. 

Quant aux monnaies étrangères, comme elles n'ont aucune 
liaison simple avec les poids et mesures, on ne peut que les 
ranger en un tableau, que l'on trouvera à la fin de cet ou- 
vrage. 



CHAPITRE IX. 
CAI4CUL PES NOMBRES COMPLEXES. 



178. Les nombres concrets qui, comme 20 francs, 3 mètres 
4p centiipètrçsi ft kilogr^mpie^ 336 grammes, eîQ,, renferment 
une Qu plusieurs unités assujetties à la Iq\ décimale, se nom- 
ment nombres incomplexes. On appelle au qq^trairè nombres 
cùmflexe^ çeu% qui pontienn^pt différentes e@pé(;es d'unités 
dépendantes )^s unes d^s autres suivant une \o\ quelconque, 
mais autr^ quQ la loi décipial^* Te}s sopt }^s nombres 3* 4% 
4*5 '7?, 13^ 10** 4^36», etc. C'est le calcul de cette espèce de nom* 
bres que nous allons maintenant faire connaître. 

S 1- ADDITION. 

179. Un ouvrier travaillant pendant 3 semaines a gagné 
Ib^Wl^i pendant la première; 5^1^ 16* lO^^pendant la seconde; 
8^ I9*.b^ ^ pendant la troisième. Combien Or-tAl reçu pour cestrois 
semaines ? 

Il est clair que le gain total de l'ouvrier se compose des gains 
particuliers qu*il a faits pendant chaque semaine; en sorte qu'il 
s*agit d'additionner les sommes qui les expriment. 

Pour y parvenir, disposez d'abord les nombres à additionner 
les uns au-dessous desautres, de manière que les unités de la même 
espèce soient dans wnemtme colonne; puis additionnez successive^ 
ment les nombres contenus dans chaque colonne^ en commençant 
par celle des plus basses unités : si la somme contient des unités de 
V ordre immédiatement supérieur^ on les retient pour les ajouter 
avec celles de cette espèce; dans le cas contraircy on écrit le résultat 
tel qu'on Va trouvé. 
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On écrira donc les nombres ci-dessus de la manière sui- 
vante : 

15*. . . . • 11-. ... 7 i 
ai ... . 16. , . . 10 I 

d . . . . 19. . . . 5 i 

46*. . . . 7-. . . . ll^A 

On dira : i+|+i— H=lAî j'écris -j^, et je retiens 1 de- 
nier. 1 et 7, 8; et 10, 18; et 5» 23. S3 deniers valent 1 sou et 
Il deniers : ainsi j'écris 11 deniers et Je retiens 1 sou. 1 et 1, 8; 
et 6, 8; et 9» 17; j'écris 7, et je retiens 1 ; et 1, S; et 1, 8; 
et 1, 4, 4 dizaines de sous valent S livres; je retiens donc 
2 livres, etc. 

Ainsi Touvrier a gagné en 3 semaines 46*7M1'^. 

S n. SOUSTRACTION. 

180. De deux lingots d'or y Pv/n pèse 3' 2®24«|, et F autre 
pèse 1^ 14* 5® 36«|.De combien le premier est-U plm pesant qtie 
le second? 

On résoudra évidemment cette question en soustrayant le 
poids du plus petit lingot de celui du plus grand. 

Pour cela on disposera les calculs comme nous Vavons fait 
pour Vaddition^ en écrivant le plibs petit nombre sou^ le plus 
grande et Von opérera h soustraction par parties^ en commençant 
par les unités de la plus basse espèce. Si quelqu'une des soustrac- 
tions partielles aua^qv^elles on sera ainsi conduit se trouve impossi- 
ble y on ajoutera au nombre dont on devra soustraire une unité de 
Vespèce immédiatement supérieure^ et Von augmentera av^si 
d'autant 1$ nombre (Funités de cette espèce dans le nombre à 
soustraire. 

On écrira donc les deux nombres ci-dessus ainsi qu'il suit : 

%\ . . , . 0*. . . . . 2f 24«J 

1 14 5 36 1 

l^ . . • . !• 4« 59«} 
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On est d^abord conduite soustraire la fraction | de la frac- 
tion ^\ et pour cela on les réduit au même dénominateur, ce 
qui les transforme respectivement en | et f . Gomme la première 
ne peut se soustraire de la seconde, j^augmente le numérateur 
de celle-ci de son dénominateur (114), et je soustrais alors ^ 
de I; le reste est f , et je retiens 1 ; et 36 font 37 ; 37 de 24, 
cela ne se peut pas; alors j'ajoute à 24 grains un gros qui vaut 
72 grains; 37« de 96«, il reste 59 grains, que j'écris, et je re- 
tiens un gros; 1 et 5, 6 : de 2, cela ne se peut pas ; j'ajoute à 
2 gros 1 once qui vaut 8 gros; 6" de 10», il reste 4% et je re- 
tiens 1 once, etc. ; de sorte que le premier lingot d'or pesait 
jL|04O59g& ^Q pi^g q^Q iq second. 

S m. MULTIPLICATION. 

181. Pour étendre aux nombres concrets la définition du 
n* 25, il tout concevoir que le produit se compose avec le multi- 
plicande comme le multiplicateur est composé avec l'unité de son 
espèce; de sorte que, multiplier un nombre quelconque par un 
nombre complexe^ c'est multiplier le multiplicande par le rapport 
du multiplicateur à Vunilé de son espèce. 

Cela posé, nous distinguerons deux cas, suivant que le mul- 
tiplicateur sera un nombre incomplexe ou un nombre com- 
plexe. 

Proposons-nous donc d'abord de multiplier 12*13*10' par 5 
toises*. Le rapport de 5' à 1* étant le nombre abstrait 5, il s'a- 
gira simplement de multiplier 12*13*10'' par 5. Pour cela nous 
multiplierons successivement les diverses espèces d'unités de 
ce nombre par 5, en commençant par celles de l'ordre infé- 
rieur, afin de réunir à cliaque produit partiel les unités de son 



I * On est conduit à cette opération par la question suivante : Une toise â?our 
wage a été payée W 13' lO'; quel est le prix de 5 toises du même ouvrage ? 
En effet, le prix de 5 toises doit être composé avec celui d'une toise comme 
h toises sont composées avec une toise; de sorte que, pour avoir ce prix, il 
n'y a qu'à multiplier 12* 13' 10* par le rapport de 5^ à 1^. 
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espèce que pourra renfermer le produit partiel précédent. 
Nous dirons donc : 5 fois 10* font 50*, qui valent 4»+ 2* J'écris 
2*, et je retiens 4»; 5 fois 3% 15% et 4% 19'; j'écris 9' et je 
retiens 1 ; 5 fois 1» 5, et 1, 6; 6 dizaines de sous valent 3* : je 
retiens donc 3^; 5 fois 12 , 60 , et 3 , 63 . Ainsi le produH 
demandé est 63* 9* 2*. 

On sent que cette méthode serait trop longue si le multipli- 
cateur était un nombre considérable : on a trouvé le moyen 
d'arriver plus rapidement au résultat|en décomposant les col- 
lections des diverses unités que renferme le multiplicande en 
parties aliqii^tes de l'unité immédiatement swpérieure^ c'est-à- 
dire en parties qui soient des diviseurs exacts de cette unité. Cette 
méthode de multiplication a reçu en conséquence le nom de 
multiplication par les parties aliquotes. 

182. Proposons-nous, pour l'expliquer, de multiplier 
12*13- 10* par 535. 

Pour multiplier 12* 13« 10* par' 535, nous multiplierons 
successivement' toutes les parties de ce nombre par 535, en 
commençant par les unités de la plus haute espèce, et nous 
disposerons les calculs comme ci-dessous : 

12* 13- 10* 

535 



Produit de 10* par 
2 . .. 


535. 


6420^ 

267 

53 

26 

13 

8 


10- 
10 
15 
7 
18 




1 ... 






6*... 


• • • • 


6* 


4 ... 


4 









6790* 0- 10* 

Le produit de 18* par 535 est 6420*. Maintenant je décom- 
pose 13" en parties aliquotes de la livre, qui vaut 20"^ c'est-à- 
dire en 10«-j-2*+ !•; de sorte que, pour multiplier 13* par 535, 
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il suffira de multiplier suocessivemeat 10*, B* et l' par 535. Or 
lOv sont la moitié de la livra : donc le produit de 10* par 535 est 
la moitié du produit d'une livre p*'^ 535 ou la moitié de 535* ; 
on voit facilement que oetta moitié est S67^ 10*. Sf sont ^ de 10"; 
donc le produit da B' par 535 sera le cinquième du précédent, 
c'est-à-dire le cinquième de 267* 10". Or, le cinquième de S67* 
est 53*, et il reste B% qui Talent 40*, et 10*, 50% dont le cin- 
qlMème est 10*; ainsi le produit de B* par 535 est 53* 10'. 1* est 
la moitié de B^ : donc le produit de 1* par 535 sera la moitié du 
précédent, ou BO* 15*« D nous resta à multiplier 10^ par 535. 
Pour cela» je décompose 10* en parties aliquotes du sou, qui 
vaut 1B^ c'est'à-fdire en 9l^^k*; de sorte que, pour multiplier 
10^ par 535, il faudra multiplier ces deux parties par ce nom- 
bre; mais 6' sont la moitié du sou, et 4^ en sont le tiers: 
donc les produits de 6* et de 4* par 535 seront respectivement 
la moitié et ie tiers du produit de i* par 535, c'est-à-dire de 
26« 15"; ainsi il sera facile de les former. Bn additionnant en- 
^^ile tous )e^ produits partiels, on obtiendra 6790* 10^ pour la 
valeur du produit total demandée 

185. Proposons-nous maintenant de n^ultiplier dêum nom^ 
bres complexes Vun par Vavlre^ par exemple, 12* 13* 10* par 
535'^5**tf|*. . 

Il s'agira donc de multiplier le multiplicande par le rap- 
port ^u multiplicateur à la toise, ou, ce qui revient au même, 
de le multiplier par les rapports respectifs de 5*35 toises, 
de 5 pieds, de 8 lignes et des | d'une ligne à là toise. Nous 
allons effectuer successivement ces quatre multiplications 
partielles, et nous disposerons les calculs de la manière sui- 
vante : 



* On est conduit à cette opération par la question suivante : 27ne toise d*ou- 
vroQe a été payée 12* 13' 10^; quel sera le prix de 635^5'' 8* fî 
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12* 


13- 


10- 






'535^ 


5»* 


8if 




Produit par saô'' 


. 6790* 


0- 


100 




%^ 


6 


6 


11 




2 , 


4 


4 


7 


h-=^m 


3 





ta 





tt 

n 


4» 





1 


2 


i'^=iêh 


4..,,. 


f 


1 


2 


Tol^^^à'SW 


u •• • • • < 








l 


m^m 










1 


T^6 = ï6tfsi • 




6800* 


14- 


11^ 


m 



D'abord le produit du multiplicande par 535*^ a été cdculé 
tout à l'heure. Pour obtenir le produit de ce nombre par 5**^, je 
décompose 5** en parties aljquotes de la toise, qui vaut 6^, c'est- 
à-dire en 3^+2'' : or 3** et 2** sont respectivement la moitié et 
le tiers de la toise. Ainsi j'aurai les produits du multiplicande 
par les rapports de 3*" et de 2' à la toise en prenant la moitié et 
le tiers de ce multiplicande, ce qui est fsicile. Pour multiplier 
maintenant 12* 13» 10^ par 8^ (c'est-à-dire parle rapport de 8^ 
à la toise), je décompose 8^ en parties aliquotes du pouce, qui 
vaut 12\ et la décomposition la plus simple est évideipment 
4* + 4^- de sorte qu'il s'agit de multiplier le multiplicande par 4*, 
Or 4' 3ont ^ de 2** : donc le produit du multiplicande par V 
est ^ de celui (le ce nombre par 2''. Mais comme il ii'est paa 
commode dq prendra directement ^ d'un qombre, j'observe 
que T^ = i X J, et qu'ainsi nous obliençlroris le produit par 4' 
en prenant d'abord J du produit du multiplicande par 8**, ce 
-qui nous donnera le produit de ce nombre par 3** (c'est ce que 
les arithméticiens appellent produit auxiliaire), et cherchant 
ensuite ^ de celui-ci. Nous avons eu soin de barrer le produit 
ayxiH^ir^ ^ûn de u'çu pas tenir ç^ppte clan* l'addition des 
produits partiels. Enfin on obtianl le produit du multiplioanéê 
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par I en décomposant celte fraction en parties aliquotes de 
l'unité, qui vaut Q sixièmes^ c'est-à-dire en | = ^, plusf=|. 
On sera ainsi conduit, pour avoir le produit du multiplicande 
far § de ligne, à prendre | et ^ du produit de ce nombre par 
4^ Il ne. restera plus qu*à additionner tous les produits par- 
tiels, et on aura le produit total demandé. 

S IV. DmsioN. 

184. Nous distinguerons deux cas principaux, selon que le 
dividende et le diviseur seront de nature différente ou de même 
nature. 

Si le dividende et le diviseur sont de nature différente, il pourra 
se faire que le diviseur soit un nombre incomplexe ou un nombre 
complexe. 

Examinons successivement ces différents cas. 

IT Cas. — Diviser 166* i ?• S*» i par 27^*. 

Puisque le dividende doit toujours être considéré comme 
un produit dont le diviseur et le quotient sont les facteurs, 
on voit que Tun d'eux doit être un nombre concret de même 
nature que le dividende : donc .il faut dans cet exemple 
que le quotient soit un nombre de livres; de sorte que la 
question revient à trouver un nombre qui, multiplié par 
le nombre abstrait 27, reproduise 166* 17» 3'^i; donc le 
quotient est la 27* partie de ce nombre, et on Tobtiendra par 
conséquent en divisant successivement chacune de ses parties 
par 27. 

On disposera les calculs comme il suit : 



* On est conduit à cette opération par la question suivante : 27 Unie* (fou* 
vrage ont été payées 166* 17* * quel est le pria de la ioUe? 
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2! 

6* 3' 7^^ 



166* 


17* 


3-1 


4 






20 






80* 




17 






97' 




16 






12 






192*» 




3è 







Le quotient de 166* par 27 est de 6*, elle reste est 4*, qu'il 
faut encore diviser par 27. Pour cela on convertit ces 4* en 
sous en les multipliant par 20, ce qui fait 80% et ces 80* réunis 
aux 17* du dividende forment 97% que Ton divise par 27. Le 
quotient de cette seconde division est 3*, et le reste est 16". Ces 
16" doivent encore être divisés par 27. Mais 16* valent 16 fois 12' 
ou 192* ; en les ajoutant aux 3* | du dividende, on trouvera 1 95**! 
qu'il faut enfin diviser par 27 : le quotient est 7-^1(127). 
Ainsi le quotient demandé est 6* 3* 7'' ^. 

Ce procédé revient, comme on voit, à diviser sitccessivement 
les colkclions des diverses espèces (f unités du dividende par le 
diviseur^ en commençant par celles de l'ordre le plus élevé, et à 
convertir en unités de Vordre immédiatement inférieur le dernier 
reste de chaque division partielle, en y ajoutant le nombre d'unités 
de cette espèce que contient le dividende, ce qui donne un nouveau 
dividende partiel que Von divise par le diviseur. 

188. 2* Cas. Diviser 14* 5* 5* par 5^ k^ 3p. 

En raisonnant comme dans l'exemple précédent, on verra 
que le quotient doit être de même nature que le dividende, et 
exprimer par conséquent des livres ; de sorte que la question 
revient à trouver un nombre qui, multiplié par le diviseur. 
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c'esl-à-dire par son rapport à la loise (i81), reproduise le di- 
vidende. Il s'agit donc de diviser 14*5» 5* par ce rapport, ce 
qui nous ramène au cas précédent. 

Or 5^ 4'' 3^ = 411»; une toise vaut 72p : donc le rapport du 
diviseur à la toise est 4^=W^. Ainsi il faut diviser 14* 5» 5^ 
par ^, ce qui donne iiHJ^jÇ-iJi (126) = li^^ui- =2* iq. 
(184). 

186. 3* Cas. — Examinons enfin le cas où le dividende et 
le diviseur sont deux nombres complexes de même nature, et 
proposons-nous, par exemple, de diviser 14* 5» 5* par 2* 10% 
le quotient devant exprimer des toiseSy pieds et pouces*. 

Le dividende est le produit du diviseur par le quotient, c'est- 
à-dire par le rapport, du nombre de toises démandé à la toise : 
donc on aura ce rapport en prenant celui de 14* 5» 5* à 2* lO». 
Or 14* 5» 5*= 3425^; 2* 10-3=600^ : donc le rapport demandé 
efc>t ^f^=-^; donc le nombre de toises cherché est le quo- 
tient de la division de 137^ par 24. En effectuant cette division 
par la règle du n* 184, on trouvera pour quotient 5^4'' 3». 

187. On ramènerait immédiatement le calcul des nombres 
complexes à celui des nombres incomplexes, en réduisant les 
subdivisions de F unité principale de chaque nombre complexe 
eu fractions de cette unité. Ainsi, dans la question du n* 188, 
on observerait que 4^ 3' valent 51», tandis que la toise en 
vaut 72, de sorte que 5'^4«*3P=5^|fî=5^|î; que de même 
14* 5» 5*= 14* il) de sorte que Ton trouvera le prix de la 
toise en divisant 14* ^ par 5 ^. 



* Quand le dividende M le diviseur sont des nombràs doncrets de même es- 
pèce, l*éooncé de la question qui conduit à la division proposée indiqua tou- 
jours de quelle nature doit être Tunité principale du quotient. Supposons, par 
exemple, cette question : Une toise d'ouvrage a coûté 2* 10"; cotnbitn tetâr- 
t-on de toises du même ouvrage pour 14* 5* 5'? Si l'on connaissait le nombre 
de toises demandé, il est évident qu'en multipliant V 10*, prix d'un« toise , 
par ce nombre, on devrait trouver 1^* &• 5*^; donc, en divisant 14* 5* &' par 
2* 10*, on obtiendra ce nombre de totses* 
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188. Les preuves de VadditUm et de la soustraction se font 
comme celles des mimes opérations sur les nombres incompleoces. 
Quant à la preuve de la fnuUiplicatlm^ il n'y a qu'à multiplier 
les deux facteurs par un même nombre, et le nouveau produit 
devra tire égal au premier f^MlUplM pùr^ le carré de ce nombre. 

Pour faire la preuve de la division, multipliez de même le divi- 
dende et le diviseur par un même nombre; recommencez la divi^ 
sion^ et vous devrez encore trouver le mtms quotient. 



CHAPITRE X* 

PROBLÈMES. 



Problème XXIL Un tonneau contenait 128 | litres de vin; on 
en a tiré 109 f litres : combien vauty à moins d*iin demi-cen- 
time, le vin qui reste^ en supposant que le prix du litre soit de 
0f,75î 

On trouvera facilement qu'il reste dans le tonneau 1 8 {| litres. 
Pour en avoir le prix, on réduira 18 {| en une seule fraction, 
et la question sera ramenée à celle-ci : 1 litre devin coûte 0',75 : 
quel sera le prix de ^ de litre? 

Il est clair que les ^ d'un litre coûteront les ^ de 0',75, 
c'est-à-dire mis^^hl^j^ml (QO^ 2*) = fii^= 14',21 (i4i 
et 168). 

Remarquez que, pour multiplier un nombre par 25, on petU 
le multiplier d* abord par 100, puis prendre le qv^art du produit; 
et qu'au contraire^ pour diviser un nombre par 25, on peut le 
' multiplier â^ abord par ji, puis diviser le produU par 100. 

XXIII. 9,7 mètres de drap ont coûté 459^,35 : quel est le prix 
du mètre? 

9«,7=97 décimètres : donc un décimètre coûte ^^ ; donc 
le prix d'un mètre seraiJ^fi^^^=^^-p=47',36 à moins 
d'un demi-centime. 

XXIV. Un tapis a 1 { mètres de long sur b^ de large; on 
voudrait le doubler avec de la toile à f de large : conUrien en 
faut-il de mètres? 

Je convertis d'abord chaque nombre entier et la fraction qui 
raccompagne en une seule fraction, puis je réduis les fractions 
qui expriment les largeurs de la toile et du tapis au même dé* 
nominaleuri et la question est ramenée à celle-ci : Un tapis a 



PROBLÈMES. 145 

^ mètres de long sur ^ de mètre de large : combien faudra-t-U^ 
pour le doy>blerj de mètres d^une-toile qm aurait f de large?. Si la 
toile avait ^ de mètre de large , il en faudrait éyidemraent 
^mètres de long pour doubler le tapis; donc, si elle n'avait 
que i de mètre de large, il en faudrait 51 fois -^ mètres, etc. 

R^.onse : aÇ^= 47-81. 

XXY. 4",68 ^une certaine étoffe ont coûJté 56',16; quel sérail 
fepria?(fel3-,5î 

En observant que 4",68 = 468 centimètres, et que 13»,5 
= 1350 centimètres, la question revient à celle-ci :468 centi- 
métrés d^une certaine étoffé ont coûté 56', 16; quel est te prix de 
1350 centin^res de cette étoffe? 

Réponse: 

^^f.l|^.i8t>Q _, y.2y8«^ff = ^''^<|8fig = 0',12.1350 = 162'. 

XXYI. Une montre marque midi, de sorte que VaiguiUe des 
minutes est sur celle des heures : à quelle hev/re se fera la première 
rencontre des aiguilles? 

n est clair que si Ton augmente ou si l'on diminue d'une 
même quantité les vitesses de deux mobiles^ leurs mouvements 
relatifs ne seront pas altérés : ainsi les mouvemeiits qui s'exé- 
cutent à k surface de la terre sont absolument les mêmes que 
si ce globe était immobile. Si dune on diminue les vitesses de 
nos deux aiguilles de celle même de l'aiguille des heures, ce 
qui réduira celle-ci au repos, il faudra toujours à l'aiguille des 
minutes le même temps pour atteindre celle des heures. Or 
cette dernière parcourt 5 divisions du cadran en une heure, 
et l'autre en parcourt 60; la question sera donc ramenée & 
celle-ci : Vaiguille des minutes est sur midi ; elle franchit 55 di- 
visions en une heu/re : combien mettrort-elle de temps pour 
revenir au point de départ, c'est-à-dire pour parcourir 60 divi- 
sions? 

Réponse: V" h' -fi* . ■ 

^ Si l'on suppose que les aiguilles tournent en sens contraire, 
il faudra toujours diminuer la vitesse de Taiguille dés heures de 
sa propre vitesse, afin de rendre cette aiguille immobile; mais 

10 



paw qf^. \mK^ mmiv^w»viL& ^elatiC^ n^ s^kot pas» aJitéré&. 
<k 9iîQl^fê«i% ^ k X\U" aucaknjk pu s», résoniMt, pâc b 

et le CHANGE est à kk^ pour 10 roubles^ ^Kwn. autm^é^hçhga^e 
e^ik^gléfKim f iAmmrdam jmw \Wf'r à ^, {iotnam { d'Ams- 
terdam pour 40 marcs de Hambourg^ et à 148 maatostdAEimir- 
bQÊâêt^pom 64 roubk^. BdUril fn^endm dkecjlAmeni. wk effet s^ 
Péti^^omix ^- fff^wir^ dvi^ papier sur Aimterdompom técb^nr 
ge^ swiQfisswm^m Gomur^ dtk gopm mr Hmbmicg, eu Pétjsx^ 
bourg? 

On voit d'abord immédiatement que, 10 roubles i^aJaxU. 4V, 
3600 roubles vaudront 44'.360 = 15840' ; telle est donc la 
somme que notre- négociant devuait payer pour avtra: uaeflbt 
di^36^i:Qiubk3H 

\ïmk auti'tî côté, d'apcèa h valem: du chance, l fljoria 
vaut 120' : 56 î = ^i^T^; 1 marc vaut Zb^\ ; 40=3? i^, et 
1! ~"4|- ==» ^ i 9«si; ua rquble. vatU les ^ des ^^ de ^-^i^, 

==ïUUay U U seca. dûUA plus avautiJ^^ux pour wïym. n^gpr 
ciâxU da pcendjre. la voift d'Àmsterdaax et (le Ha^ourg^ pour 
aa^uiJLljex ^ (JjettieA Péliiîr$bu>^';;, 

' Qa t£OJai^ra(ajcikia^.iU ^ue La.leUre de change sw Hambourg 
doiAôiF^difr Wà5.u)aKcs,.el<îqll^ aucAxusierdamd^ 7336" y^. 

XXVUU Qmk est k nomiyr^ dm te ^ /and 497 î. 

Sconse ; 781 (l^. 

XXIX^. Quel eskl^ nombre ç^i. surf/as^^ ses ^ de 420 î 

Hik WQèbrfi, surpas^ $.e^ | de, ^es. Itk ^^^^^^ "^^ i ^ nombre 
iofiouniifeat 4?o '^ 4oac^ Qtc. 



* C^Bst-à-dire que, cour faire payer TO roubles à Pétersboui^i il' faut payer 
44A à Paris.; et comme' 10:]»ublbs.nav\aIèatDé«iU*iiiint qu^AO'^ QOf \cit quft 1b 
pQiiL, du chftD^. Qfttc. die 4fi 



PnOBttMK». iMf 



XXX. Quel est kmmbTê qai, itugmeMi de m |, faU MO? 
Réponse : 450. 

XXXI. Quel est le nombre qui^ diminut éêt^^fettl^m 
Réponse: 180. 

XXXn. Qucnré jattewrt s&stmt assodis t te premkfr a gagné 
35'; le secandy le neimème du ^m toUU; le iraisièmei U3% â^€ê 
gain; et le quatrième^ les -^ de ce mime gain. Combien chaque 
joueur Or-t'il gagné f 

Si Ton observe <|ue i + |-(r A=*^* <>^ vetr» ëj/à% h? gain 
total se compose de ses $|, et en CMiiie de 36' > ê^mo W- wèX 
les ^ de ce gain : donc^ etc. 

Réponse : 360'. 

XXXIII. Un père^en mouranty ordonne quer r«tffië éh seie/âpam» 
prenâra le quart du bien quHl laisse ;, le second^ lâOOO^ e$ U eim- 
quième du reste; le troisième^ 8000', le Hn^^utièm» du feme» 
et k seizième des deux premiers y. plus 5C0O'; enfin^^ fM fo gm»^ 
tnème recevra le resUj 24000'. Quelle est la paré éê eke^qy» 
enfant? 

Linconnue de la question est évidemment la ¥akuv é» Vy^ 
rrtage. Or Talné, prenant le quart du bien, ae biiâse qpiie les | ài 
partager entre ses jErères. Sur cette somme le seeoad prélèfe 
d^abord 12000' : le reste 6sC donc égal aux % da bîea âimimié» 
de 12000^ quantité dont le cinq.uième égale ^ de yhérilage^ 
moins 2400'^. La part du second fils est don^compaséede» j^ 
de la succession et' die 12000'— 240Û' = 9600';. la somin^f cfoié 
laisse aux deux autres est dona égale à- (| — ^ de Fhérilagay 
moins 9600''^ ou aux f du bien^ moins 9600' ; en sorte qrs^ tes 
deux athôs ont eu | de la succession augmentés de 9600'^ Le 
troisième enfant prélève 8000' sur ce que ceuiXrei onè laissé;, 
ainsi le rester vaut f du bien, moins 9600', moins 8000', ou 
moins 17000''. Il en prend le cinq.uième, c'est-à-dire ^\ de Thé* 
ritage, moins 3520''; il reçoit encore un seizième des deux pre- 
miers, plus 5000'', ce qui fait ^ du bien, plus 600', plu^ 5000', 
ou plus 5600'; la part du troisième enfant est donc égale à 
8000'+'^ du bien — a^îOf + ^, du bien + 5600'= ^g^ du 
bien -t- 10080^ Il laissé conséquemment aa quatrième idoi 
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bien — 9600' — ^ <lu bien— ^ 10080*, ou ^ de Théritage 
diminués de 19680'. Mais le quatrième enfant a pour sa part 
24000' : par conséquent, 

^ de l'héritage — 10680' égalent 24000' ; 

donc j^ de l'héritage égalent 24000' +19680' =43680'; 

^ de l'héritage égale ^^ = 480'. 

L'héritage vaut donc 480' X 200 = 96000', 

Le père a donc laissé 96000' à ses enfants. Effectuant main- 
tenant les opérations indiquées dans l'énoncé, on trouve que 
chaque enfant devait recevoir 24000'. 

XXXIV. Un ouvrier n'avait plus que 6' lorsqu'on lui paya 
h semaines de travail; 2 semaines après y il avait déjà dépensé les 
f de tout son argent; mais ayant alors reçu le prix de son travail 
pour ces deux semaines, il se trouva avoir 21'. Combien gagnait-il 
par semaine? 

Deux semaines après avoir reçu le prix de son travail pour 
5 semaines, cet ouvrier ayant dépensé les | de tout son argent, 
il ne lui en restait plus que le quart, c'est-à-dire le quart du 
prix de son travail pour 5 semaines, plus f = l',5, ou, ce qui 
revient au même, | de ce qu'il gagnait par semaine, plus l',5. 
Mais il reçoit alors le prix de ces deux semaines : donc les 21' 
qu'il possède alors se composent de l',5, plus des | et encore 
des I de son gain par semaine, ou des ^ de ce gain, plus l',5 : 
donc les ^ de ce gain valent 21'— 1',5 = 19',50, etc. 

XXXV. Une femme de campagne porte des œufs dans une ville 
de guerre où il y avait trois corps de garde à passer. Elle vend au 
premier la moitié de ses œufs, plus la moitié d'un oeuf; au second, 
la moitié des oeufs qui lui resteni, plu^s la moitié d'un œuf; autroi^ 
sième, la moitié des œufs qui lui restent, plu^ la moitié d^'un œuf^ 
et arrive au marché avec 36 œufs. Combien a-t-elle laissé cTœufs 
dans chaque corps de garde t 

Puisqu'elle laisse dans le troisième corps de garde la moitié 
des œufs qui lui restaient^ plus la moitié d'un œuf, les 36 œufs 
qu'elle porte au marché valent la moitié de ce nombre d'œufs, 
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moins la moitié d*un œuf; donc elle était entrée au troisième 
corps de garde avec 36^X2 = 73 œufs; donc elle y en a 
laissé 37. On verra de même qu'elle avait 73^X2 = 147 <Bufs 
en arrivant au second corps de garde, et qu'elle en avait 
vendu 74; enfin qu'elle était partie de chez elle avec 
147 ^ X 2 == 295 œufs, et qu'elle en avait laissé 148 au premier 
corps de garde. 

XXXVI. Une personne charitable rencontre des pauvres atia?- 
quels elle distribue le quart de V argent qu'elle a dans sa bourse^ 
moins \ de franc : Dieu^ pox^ la récompenser y double ce qui lui 
reste. Alors elle entre dans une église, et dépose dans un tronc le 
tiers de ce qu'elle a dans sa bourse^ plus | de franc; Dieu triple ce 
qui lui reste. Elle se rend ensuite dans une prison^ oii elle distribue 
la moitié de ce qu'elle a, plus ^ franc; Dieu quadruple ce qui lui 
reste; et elle rentre chez elle avec 100'. Combien avait-elle en 
sortant? 

Réponse : 17'. 

XXXVII. Un marchand prélève tous les. am une somme dé 
4000' sur les fonds quHl a dans le commerce^ et cependant chaque 
année sa fortune augmente du tiers de ce qui lui reste, et elle se 
trouve doublée au bout de trois ans. Combien avaiM au comment 
cernent de la première année? 

Réponse : 59 200'. 

XXXVin. Un banquier voudrait payer 95' en employant 10 
pièces tant de 5' que de 20'. Commuent doit-il s'y prendre? 

Si le banquier n'employait que des pièces de 5', il ne paye- 
rait que 50', et il redevrait ainsi 95'— 50' =45*. Or, s'il sub- 
stitue une pièce de 20' à une pièce de 5', il paye 15' de plus; 
donc, en remplaçant 3 pièces de 5' par 3 de 20', il aura atteint 
le but qu'il se propose. Ainsi il devra donner 7 pièces de 5^ et 
3 de-20', ce qu'il est facile de vérifier. 

Remarquons que, si Ton avait proposé de payer une somme 
moindre que 50' avec dix pièces tant de 5' que de 20*, le pro- 
blème eût été impossible. 

XXXIX. Un marchand à reçu deux caisses contenant chacune 
150 kilogrammes de thé; U les a payées ensemble 4800'^ et Vune lui 
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eaûu 60(K de plus que Vofuîre. lî veut faire un erwol de 100 Mlo- 
gramtneSj qu'on lui payera 2000'. Combien doit-U prendre de 
êhaque espC ^é detM pour gagner 3',Î0 par kilogramme? 

Béponse : 70 de Tune et 80 de l'autre. 

XL. Un orfèvre a deux lingots d'or aux titres de 0,920 er 0,750 
j(lflO). Ctfmbien doU-il prendre de grammes de chacun pour en 
composer un lingot de 850 grammes au titre de 0,840? 

Réponse : 400i k 0,750 et 450« à 0,920. 

XLL Un orfèvre a deux lingots (fe 1800 grammes chacun^ 
Tùhau titre de 0,920, et Vautre à celui de 0,750. Combien doit-il 
ajouter dé grammss du %^ au 1^ pour en abaisser le titre à 
0,840? 

Réponse t 1600 gremm«6. 

XLIL Un orfèvre a un lingot de 1800 grammes au titre de 
QflhO, Combien doitM y ajouter if or pur pour en élever le titre à 
0,840? 

Ce problème peut se ramener aux précédents, en regardant 
J'pp pur comme étant au litre de lOOO miltiômes, 

Rifionse: 675 grammes. 

XLIII. Trois frères ont acheté une propriété moyennant 50 000^. 
Jl manqua (tu premier j pour la payer à lui seul, la moitié de 
r argent qu'a le second; celui-ci payerait l'acquisition si le premier 
lui donnait le tiers de ce qu'il a; enfin le troisième, enjoignant à ce 
qtiH possède le quart de la fortum du premier, pourrait payer 
les 50 000', Combien chaque frère a-t'^U d^argentf 

Il résulta de la première condition que le double de la for- 
tune du premier, augmenté de celle du second , forme lOû 000^ ; 
V[ïi^l$, d'après 1a seconde condition, la fortune du second frère 
jQiiUfi AU \m» de celle du premier compose 50 000'; donc 
yç%çh% du double de la fôrtun'e du premier sur le tiers de cette 
même fortune égale l\'xcès de 100 DÛO' sur 50 OOPS ou, ce qui 
r^YÎent au môme, les | dp eq que possède le premier forment 
50000'; donc» eto. Le premier avait dODOO', le second 40000', 
le troisième 42 500'. 

r TiWf» Un mt^rier tramillant chez un particulier pendant 
IS J0Urii IV^ 9 itefqiisl^ Uai^ avec lui se^ femme, a reçu 74'. Il à 
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^r&oailU «èfuttite «tar I» mime parUtuUer 8 oMres fouft sur ^ 
desquels il s'est enoorefkU aider de sa ftmme^ U Uû rnpi W. Ccm- 
Um Cmmrkr ^ofiun^-ii par jûwr^ ttwmbimsa femme gâ^maU' 
eUe misH peudtuu le mUme temps f 

« En comparant les temfis pendant kanfoék rooTrkr itf sa 
fantne ont travaillé dans le secxuid cas, arvec les nombres qni 
expriment les quantités analogues dans le pivmier» on v«rra 
qu'en u-availiant (là— ^£=4 jours 8ùr<7^^}€s2 desquels 
il a eu avec lui sa femoie^ Toofrier s^mnait (74'-«^M')3B:S(k^; 
donc, en travaillant 6 jours> sur 4 desquels il « en avec lui sa 
femme, il gagnait 48'« liais en travaillant 8 joarsi, snr ft des- 
quels il a eu avec lut sa femme^ il gagnait ftC; donc )a femme 
gagnait (5a'-*480 =^^ par jour, et pariant 10' en ^ jours; Je 
mari recevait donc, pour 8 jours de travail, ^0'^^10^«SE40^ et 
par oonséquenl il gagnait ff par jour. 

XLV« Deux jowwn txmt aujm me9 4S5^ e$ periknt SOG'; tlf 
eampteru ûiars leur argenty ei il4t trùum qu$ tmn a perdu te f cfe 
sonargeïU, et Vnutre ia rnûétii du sien. C&mMen ûwmm-îk ehmm 
en entrant au jeu? 

En sapppsant que nos joueurs aient fait une perla double 
de la Icur^ vous Irouierez qu'il ne leur testerait plus que 
25^ qui exprimeraient alors le cinquième de la mise du 
premier, etc. 

Béponsê : Le premier était entré au jeu avec i^^^ et le second 
avec 300^ . . 

XLVI. Une personne qui a des jetons dans les deux mains dit : 
Si j'en fais passer un de la main gauche dans ta droite^ il y en 
aura deux fois plus dam ceUe-ci que dans Vautre; si au contraire 
fen fais passer un de la droite ^fis la gauche^ U » en aura le 
même nombre dans les deux mains. Combien y eti 04-41 dam ^la- 
cune? 

Il résulte de la seconde condition qu'il y avait deux jetons 
de plus dans la raain droite que dans la main gauche; donc, 
si Ton fait passer un jeton de la gauche dans la droite, il y 
aura dans celle-ci 4 jetons de plus que dans l'aytre. Mais la 
droite doit en contenir 2 jfbis plus que la gauche ; donc il y a 
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alors 4 jetons dans celle-ci et 8 dans celle-là; donc il y avait 
5 jetons dans la main gauche et 7 dans la droite. 
. XLVir. Trois personnes ont mesuré sibccessivement la distance 
entre deux objets : la première a trouvé 536"",25, fa seconde 
536",40, et la troisième 535"»,90. Cependant il importe de con- 
naître cette distance le plus exactement possible. Comment faire? 
' Si chaque personne avait Opéré exactement, la somme des 
résultats qu'elles auraient trouvés formerait le triple de la dis- 
tance cherchée/ qui par conséquent* serait le tiers de cette 
somme. Or, les trois résultats trouvés étant différents, il est 
probable qu'aucun n'est exact, et que le véritable est compris 
entre le plus grand et le plus petit des trois. En- ajoutant ces 
trois résultats, les erreurs dans un sens détruiront en partie 
celles qui sont dans l'autre, en sorte que leur somme appro- 
chera plus du triple de la véritable distance que ne le ferait le 
triple de chacun de ces résultats en particulier; donc aussi 
le tiers de leur somme différera moins de la distance cherchée 
que ne le fait chacun de ces nombres. On aura donc, d'après 
cela : 

Distance cherchée = ^aft"'^ » * ^^^^^ * ^^^''^^ = 536», 1 8. 

Cette distance s'appelle distance moyenne, parce qu'elle tient 
à peu près le milieu entre les résultats trouvés. 

XLVIII. Un marchand a trois sortes de vins, savoir : 48 litres 
à 0S55 le litre; 72 à 0',45, et 60 à 0',75. Il les mile, et on demande 
à combien lui revient le litre du mélange *? 

48 litres à 0',55 valent. 0',55 X 48 = 26S4 

72.. . . 0,45. . , . 0,45X72 = 32,4 

•60.. . . 0,75. . . . 0,75X60 ==45>,0 

Donc les 180^ du mélange valent 103',8 

et par conséquent le litre du mélange revient à ^$1^ =0^,58 à 
moins d'un demi-centime. 



* Ces sortes de questions sont connues des arithméticiens sous le nom de 
fègUt d^dUiage. 
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XLIX. Un marchand a du vin qui lui coûte 15 décimes le litre. 
Combien doitril y ajouter (F eau pour gagner 6 décimes par litre? 

Lorsque dans une certaine quantité de vin on substitue un 
litre d'eau à un litre de vin, on diminue la valeur de eette 
quantité de vin du prix d*un litre de vin, c'est-à-dire de 15 dé- 
cimes dans notre exemple; on la diminuera donc de 1 décime 
en remplaçant ^ litre de vin par -^ litre d'eau: le marchand 
diminuera conséquemment le prix d'un litre de vin de 6 dé- 
cimes en substituant à -^^l litre de vin la même quantité 
d'eau. Le litre de mélange sera alors composé de { de vin et 
de \ d'eau ; donc un mélange de 6 litres sera composé de 
3 litres de vin et de S d'eau : donc il faut à un litre de vin en 
ajouter § d'eau. 



CnAPlTRE XL 

EXTRACTION DES RACINES. 



S I- RACINE CARRÉE. 

109. On appelle carré éFun nombre le produit de ce nombre 
multiplié par lui-mtme; ainsi le carré de 6 esl 36. 

On appelle racii^e carrée dtun nombre le nombre qui^ élevé 
au carréy reproduit le nombre proposé; ainsi la racine carrée de 
36 est 6. 

190. On appelle en général racine n""* d'un nombre le nombre 
quiy élevé à la n^'^ puissance^ reproduit le nombre proposé (41). 
Ainsi la racine cinquième de 32 est 2, parce que la cinquième 
puissance de 2 est 32. 

Pour exprimer que Ton doit extraire une racine d'un nom- 
bre, on place ce nombre sous le signe V » dans les 
branches duquel on écrit Yindice de la racine à extraire, 
excepté pour la racine carrée, à l'égard de laquelle on sup- 
prime l'indice. Ainsi v^36 et v^32 signifient respectivement que 
Ton doit extraire la racine carrée de 36 et la racine cinquième 
de 32. 

£91. La racine carrée de 100 étant 10, on voit que la racine 
carrée de tout nombre plus petit que 100 est moindre que 10, 
de sorte qu'elle est exprimée par un nombre d*un seul chiffre. 

Au contraire, la racine carrée de tout nombre plus grand 
que 100 surpasse 10, et contient par conséquent des dizaines 
ef des unités. 

^Nous distinguerons donc deux cas dans V extraction de la racine 
carrée des nombres entiers^ suivant que le nombre proposé sera 
plus petit ou plus grand que 100. 
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1 02. Pour extraire la racine carrée d'un nombre plus peîil que 
100, cherchez dans le tableau suivant : 



1, 


2, 


3, 


4, 


5, 


6, 


7, 


8, 


9, 


1, 


4, 


9, 


16, 


25, 


36, 


49, 


64, 


81, 



do2U la seconde ligne renferme les carrés des neuf premiers nom- 
bres, quel est le plus grand carré contenu dans le nombre proposé; 
la racine de ce plus grand carré sera la racine demandée à moins 
d'une unité. Ainsi la racine carrée de 72 est 8, parce qi2e le 
plus grand carré contenu dans 72 est 64, qui a 8 pour racine. 
Celle racine est exacte k moins d'une unité : car, 72 étant com- 
pris entre 64 et 81, sa racine tombe entre 8 et 9, et ditTère par 
conséquent de chacun de ces nombres de moins qu'ils ne dif- 
fèrent entre eux, c'est-à-dire de mpins d'une unité. 

HOS, Cette quantité dont 6 diffère de la racine carrée de 
72 ne peut pas être exprimée exactement en nombre. Suppo^^ 
15QI1S, en effet, que la racine carrée de 72 puisse être exprimée 
par 8 unité», plus une fraction. Convertissons îe nombre ainsi 
formé en une expression fractionnaire irréductible que nous 

représenterons par r* Alors, si on élève cette quantité au carré, 

a* 
le résultat p (110) devra être équivalente 78^ ce qui ne se 

peut, puisque aeib étant supposés premiers entre eux, a* et 6* 
le sont aussi (03) : donc il est impossible que la racine carrée 
de 72 puisse être exprimée par un nombre entier ou par un 
nombre fractionnaire; donc elle n'a aucune ipesure commune 
avec l'unité : car, si elle en avait une, ce ne pourrait être que 
Tunilé elle-même, ou une partie aliquote de l'unité*, et alors 
l'expression de la racine serait ou un nombre entier ou un 
nombre fractionnaire j donc cette racina est irrationnelle on 
incommensurable. - 



* C'est-à-di^ une dç^ quantités que Ton obtient en partageant l'unité çp \m 
nombre quelconque dç p^Ue9 égales. 
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Le raisonnement précédent pouvant s'appliquer à tout nom- 
bre entier dont la racine carrée n*est pas un nombre entier, 
nous en conclurons que, qiLand la racine carrée éTun nombre 
entiern*est pas entière^ elle est incommensurable. 

194. Occupons-nous maintenant de l'extraction de là racine 
carrée d'un nombre plus grand que 100. 

Cette racine devra, comme nous l'avons vu (lOI), renfermer 
des dizaines et des unités. II convient donc d'examiner d'abord 
quelle doit être la composition du carré d'un nombre qui con- 
tient des dizaines et des unités. 

Concevons le nombre dont il s'agit décomposé en dizaines 
et en unités, et multiplions-le par lui-même, ce qui se fera évi- 
demment en multipliant chaque partie du multiplicande suc- 
cessivement par chacune de celles du multiplicateur. Or, en 
multipliant le nombre proposé par ses unités, nous trouverons 
évidemment 

le carré des unités et le produit des dizaines 
par les v/nités. 

Ensuite, en multipliant le nombre proposé par ses dizaines, 
nous obtiendrons d'abord le produit des unités par les dizaines» 
ou, ce qui est la même chose, 

le produit des dizaines par les imités, puis le carré 
des dizaines. 

Donc le carré ffun nombre qui contient des.dizaineset des unités 
se compose du carré des dizaines, du double du produit des dizaines 
par les unités, et du carré des unités*. 

195. Revenons maintenant à l'extraction de la racine carrée 



* On peut encore dire : Représentons les dizaines d'un nombre par a, et 
ses unités par &; ce nombre sera représenté par ((i+^; ^% pour avoii «on 
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V 

d*im nombre plus grand que 100. Sa racine contiendra, comme 
nous l'avons déjà dit, des dizaines et des unités, et puisqu'un 
nombre doirtoujours être considéré comme lé carré de sa ra- 
cine carrée, nous pourrons regarder le nombre proposé comme 
composé de trois parties, savoir : du carré des dizaines de sa 
racine, du double des dizaines multiplié par les unités, et du 
carré des unités de cette racine (194). 

Si l'on pouvait détacher du nombre proposé le carré des 
dizaines de sa racine, en en extrayant la racine carrée, on 
obtiendrait les dizaines de cette racine. Mais le carré des 
dizaines de la racine, étant un nombre eïact de centaines 
(54), ne peut se trouver que dans les. centaines du nom- 
bre proposé, lesquelles peuvent encore contenir quelques 
centaines qui auraient reflué des deux autres parties du 
carré de la racine, plus du reste, s'il y en a un : par 
conséquent, si l'on extrait la racine carrée du plus grand 
carré contenu dans les centaines du nombre proposé, on n'ob- 
tiendra pas im nombre plus petit que les dizaines de la ra- 
cine. On ne pourra pas non plus en trouver un plus grand, 
sans quoi cette racine du plus grand carré contenu dans les 
centaines du nombre proposé surpasserait, au moins d'une 
unité, la racine totale*^ c'est-à-dire la racine du plus grand 



carré, il faudra multiplier (a+&) par {a+^)f ce qui donnera lieu au calcul 
suivant : 

a+h 

a +b 



Produit du multiplicande par a. . . a^-^a.b 
Produit du multiplicande par b. . . + o. b +5* 



Carré o»+2a.b+5» 

Or a* représente le carré des dizaines, a.h le produit des dizaines par les 
unités, et h* le carré des xinités ; donc le carré d'un nombre qui contient des 
dizaines et des unités se compose, etc. 

* Si, par exemple, le nombre des dizaines de la racine étant 2, la racine 
du plus grand carré contenu dans les centaines du nombre proposé était 
3 dizaines, il est évident que la racine de ce plus grand carré surpasse- 
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carré contenu dam l& nombre tmt entier, ce qui est absurde. 
Donc, en extraya»! la rac'sne carrée do plus^ gtani carré con- 
teuu daos les ceâtainea du nombre pvoposéy ontrratera e^stc-- 
tementles dizaisieâ de la racine.. Manntenant si Ton réfrfrncbe 
de ce norubire le carré des. dizaines delà» racine, Pc reste ne 
contiendra plus que le double des di^nes^ rmitfipli^ par les 
unités, et le carré des unilés;. Or, si Ton powraft déttfch^r du 
reste la preiïrière de ces deux parties^ il est clair qo?en h divi- 
sant pai; le dou^ble; des dizaines de la racine, oti ffomettât fesr 
unités.' Mais le doiable piroduiides diaiakïes de- la raicine par te^ 
unités étant un iiombre exact de dizaines Ç^)y ne peut se trotH 
ver que dans* les dizaines du? reste^ lesqweiles peutenC cwitennr 
en outre des dizaines provenaïrt iiu carré des imftés, et dti reste*, 
s'il y ea a uii; doiac, si Ton divise les diarines du reste pffr le 
double dés dizaines de la racine, on se pourva pas trocrTer un 
nombre plus petit que les unités de cette racine, iimis^onceurra: 
le risque d'en trouver un plu» graond; (;oii wrm d'a^illeur? {t99f- 
que le reste seui peut conteniar autant de dizaities qu^'H y ew 9 
dans le double de^ celles de la racine). Pâur s'âissarer queBe 
chiffra des unités n'est pas troc grande 6n\ Uéerira k la droite 
du double des. dizaines^ et Ton multipliera te nombre dirm 
formé par les unités, ce- qui domiera^ le doubla dies éRzafiïes^ 
multiplié par les unités, plus le carré des unités. Mais, comme 
ces deux parties doivent être contenues dans le reste, leur 
somme devra pouvoir s'en retranclier. Si cela ne se peut pas^. 
c^est une preuve que le chiffre qu'on a trouvé est trop grantf, 
et alors il faudra le diminuer cPone ou de plusieurs unités. On 
aurait pu encore vérifier le chiffre trouvé pour les unités en 
élevant la racine totale au carré : car ce carré d'oit pouvoir se 
retrancher du nombre proposé. 

r 

190. Concluons de là que, pour extraire la racine carrée 
(Tun nombre pliLS grand qm 100,. ow eanrav/ra d^abord /ir rcu)ine 



rait la racine demandée, ^ui, dans notre hypotlièse,. est au- plu» égsdc à 
29 unité». 



dm jânsi gfond «orré tonleim dans- U» oeulaiois, de. ce nombr&y, 
cequidcmnerekks^diaaines^de Ia racine; on retranchera le carré 
d^. ces dizmMS étk nov\Jbvt proposéj êt^ en divisant la dLzaine& 
dvk teate par te douUe des. dizaJm& da la racine^ o» obtiendra 
'lee tmlie de cet/» vemnêy oik du. moins^ un nombre qui ne sera 
p«s plusi petite toyx vérifier si ca rmnbre n'esâ pus plus enrand^ 
om llècriffa à la droite dai dfyuble des. dizaines^ on rauliipïiera le 
nombre amsi formé par k& umtéSj^ et leproduiL devra pauv(dr se 
retrancher du reste. 

11^7. I«i Fègle que. nous vouons d'établir pour extraire la > 
ra€iB€ caFi.*ée d'uA nombre exige que Toa sache extraire la 
raeiiaie du plusgwand carré contenu dans les centaines de ce 
nombre. Voyons si nous pouvons y parvenir dans tous ks cas. 
Supposons d'abord que le nombre proposé ne renferme pas 
plus de quatre chiffres : ses centaines en contiendront deux au 
plus;, mais alors on extraira fecilement, diaprés Va règle dû 
n"" 192, la racioô du plus grand carré eontenu dans ces cen- 
taines, ce qui donnera les dizaines de la racine, et il sera facile 
ensuite de trouver les unités. 

Sii le ooinbr»^ proposée n'a pa^ plus, de six chiffres,, ses cen-^ 
taines n'en contiendront pas plus de quo^n^e; mais aloiw o» 
pourra détecaunfiry eomme nous venons de le voir,, la racine 
du plus grand carré contenu dans ces centaines, ce qui fera 
connaître tes dizaines* <te la raeine, e(» par suite* les unités. 

Ce raisonnement s'étendra successivement aux nombres 
composés au plus de Attir, de rffcr, dfr àbuze^ etc., ebiffres : it 
sQcte que notre régla pourra s'appliqjier & tous les nombres 
possibles. 

108, Gomme les différents cftiffres de la raciiie se détermi- 
nent, à l'exception du premier, par la.dimiaioit, on- senti qv» \& 
crainte de mettre à la racine «n chiffreiti:opgfS]ide%|iofie:àien 
écrire un trop petit. Gomment s'assurer alûrs que le chiffre que 
Ton a mis à la racine n'est pas trop petit? Supposons que la 
racine trouvée soîl trop faible d'Une unité : alors le: nombre 
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proposé devra contenir le carré de cette racine augmentée 
d'une unité, c'est-à-dire, comme il est facile de le voir*, le 
carré de la racine trouvée, plus le double de cette racine, plus 
une unité. Hais comme on en a soustrait le carré de la racine 
trouvée, le reste devra contenir encore le double de cette ra- 
cine, plîis une unité ; on sera donc sûr que le chiffre mis à la 
racine ne sera pas trop faible lorsque le reste àorrespondant sera 
moindre qtte le double delà racine trouvée, plus une unité. 

199. Il suit de^là que, le reste que Von obtient en extrayant 
la racine carrée îwfi nombre entier^ vaut au plus le double de 
cette racine^ et que la différence des carrés de deux nombres entiers 
consécutifs est égale au double du plus petit de ces nombres, plus 
une unité. 



* Considérons un nombre quelconque^ et ajoutons-y une unité : pour for- 
mer le carré du nombre ainsi obtenu^ il faudra le multiplier successivement 
j>ar ses deux parties; or^ en le multipliant par 1, nous aurons 

le nombre propotéf plus une unités 

En le multipliant ensuite par son autre partie, c'est-à^iire par le nombre pro- 
posé, nous trouverons évidemment 

le carré du nombre proposé, plus le nombre proposé. 

Donc, le carré d'un nomJ)replus 1 se compose du carré de ce nombre, plus 
du double de ce nombre, plus 1. 

On pourrait dire encore : Représentons la racine trouvée par a : la vraie 
racine sera donc exprimée par (a -1- 1), de sorte que, pour avoir son carré, U 
faudra multiplier (a+ 1) par (a + 1)> ce qui donnera lieu au calcul suivant : 



Produit du multiplicande par a... . 

Produit du multiplicande par 1 . . . 

/ Carré.... 

Donc le carré de la vraie racine se compose du carré de la racine trouvée, 
plus du double de cette racine, plus d'une unité. 



a+1 


a+1 


o«+a 


+ a +1 


a« + 2a + l 
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200. Appliquons les principes que nous ayons déyeloppés à 
la recherche de la racine carrée du nombre 421861. On dispo- 
sera les calculs comme ci-dessous : 

) 



4 2.1 8.6 1 


649 


3 6 




6 1.8 
4 9 6 


124 
4 


1 2 2 6.1 
116 1 


1289 
9 


6 6 





Le nombre étant plus grand que 100, sa racine contiendra 
des dizaines et des unités; et, pour avoir les dizaines, il faudra 
séparer les deux derniers chiffres à droite, et extraire la racine 
du plus grand carré contenu dans, les 421 8 centaines qui restent 
à gauche. Hais ce nombre 4218 est aussi plus grand que 100 : 
donc sa racine carrée contiendra des dizaines et des unités ; et, 
pour déterminer ces dizaines, il faudra séparer les deux der- 
niers chiffres à droite, et extraire la racine du plus grand carré 
contenu dans les 42 centaines qui restent à gauche. Le plus 
grand carré contenu dans 42 est 36, dont la racine est 6 : ainsi 
la racine carrée de 4218 contient 6 dizaines, que j'écris à la 
place réservée pour la racine. Pour obtenir les unités de cette 
racine, je retranche du nombre 4218 le carré de 6 dizaines, ce 
qui revient à retrancher 36 centaines de 42 centaines, et à 
abaisser à la droite du reste la tranche 18, ce qui &it 618; je 
divise les 6 1 dizaines de ce nombre par 1 2 , double des 6 dizaines 
de la racine, et le quotient 4 exprime les unités de cette racine. 
Pour vérifier si ce chiffre 4 n'est pas trop grand, je l'écris à la 
di'oite du double des dizaines, ce qui fait 124; je multiplie ce 
nombre par 4, et je retranche le produit 496 de 618, ce qui - 
donné pour reste 122. Ainsi le chiffre 4 n'est pas trop grand ; 
mais nous pourrions craindre qu'il ne fût trop petit, puisque 
nous l'avons obtenu en divisant 61 par 12, et que le véritable 
quotient de cette division est 5. Pour le vérifier, j'ajoute 4 à 124, 

il 



IQfi ES^TaAQTION DBS IIÀQUIK&. 

q» nm à^mt» IM pow te doubla de ki vftdne troav4»,« et 
coiQiae te reste ISâ est moindre fue 128, et par coiMiéqoeDi 
que 128 -|- 1 9 j*en conclus que le chiffre 4 n*estpa&ivap petit 
(108). Mais d'ailleurs uous avoos vérifié qu'il n'était pas trop 
grand : donc il est exact. Donc 64 est la racine du plus grand 
carré contenu dans 4218. Ainsi la racine demandée contient 
64 dizaines. II faudra, pour en trouver les unités» retrancher 
du nombre proposé le carré de ces 64 dizaines ; or, ce carré sera 
un nombre exact de centaines; donc il sufilra de le retrancher 
des 4218 centaines du nombre proposé, et d'abaisser à la 
droite du reste la tranche 61. Mais »ô»s avons précisément re- 
tranché le carré de 64 du nombre4218: car nous avons d'abord 
^Wrtraii d« et «w^bre le carré de^ 6 dizajaies^^ ce qm ^ dowé 
pour «Q^te ^18^ Qt âe qe res(Q nous %voos 9oii^irai4 49^ qui 
txpi^iiPt 1q |«iddiiit du double d^» ^ di^aioQ^ piM? ks 4 umtéa» 
^Im le eerré i» e^. 4 uuUés^ A»bai^ou^ dan« h la droite di^. 
i;eM& \%% bt^seb^ 6i» ce qui dounei^ lSâ6l, et divi$owle$. 
disaiMfc de m nambw ta^ 12^ double d^e^ 64 di«ai9Q^(ile k 
mtm^ i \n fUKHieut 9 sera le cbiffce âe$ unités^ IX e$t é^videuli 
^'jji n;Q^4p(i*ti!appetit.PourvéTifH«; qu'il u'eat pa^ trop grande 
<l«^ ré«iic«.4ild.di?oite de ua, ce qui dounqra 12^; q^ inuUiiip 
iMtercteeupmbre par9;* et^ ea r^trouicbant lô produit i26ûi 
du 1%Ï61, oa trouvera 660 pour reste^ ce fui prouve qua te 
^jCBr^ 9 n'tat pas trop graad» et qu^aiosî $49 eM U YOfiiiw^ 
Qftf ré«( dâ^ 4iS 1 86H moim d'une unHâ< 

* 21)4 vil estifecilededirQ si cette racuip^rt errouée de plus ou 
de moi^ d'uae> demi-unités En effet, supposoua que. la raciœ 
iDOUiiétî Suit trop f^ble d'une deioi-uuiié; alors le nombre pro» 
^Q^ deyi^ çout^jrô le Cc^rré de cette racine augmeutée d'imife 
demi'Uflité, Q'est-4-dire, comme il est fa<?ilede le voir, le carré 
de h raQitte trouvée ,^ plu& cette raw^e» plus -J-*. Mais comme ou 

*- Sait a la racine trouvée, supposée erponée de ^ : la vraie «aeine aeia rch 
e^^<it^par (<»-f ^) ; et, en rjisQqnwt; QQvme ^ém ift m^ «luo*" lOiuOR 
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a 80U8tr»it de ee noEùbre le carré dé la j^acrne trouvée, lé reste 
devra een tenir encore cette racine, plus ^ : donc, puisopie ce^ 
reste esl u» nombre entier, oifr sera sûr que la racine trouvée 
ne sera pas trop petite (Tune demirunUé hts^ le reite ne sttrpas^ 
sera pa$ cette racine; mais^ iU la surpasse^ elle sera erronée dé 
plus (tune demi-unité : donCy en forçant Vunité sm^ son derméf 
chiffre^ on Vagira encore à moins dCimé demi-unité. 

Il suit de là que, le calcul de l'exemple précédent ayant 
donné 6^ po«r raeine et 660 pour restée là racine carrée dd' 
nombre 421861 est 650 à moins d*une demi-âàilè. 

202. Ce n*est que dans des cas très-rares que Ton obtiendra 
exactement la racine carrée du nombre proposé; car, dans le 
premier million par exemple, il n'y a que firillé aombres^ âottt 
la racine carrée soit entière; et nous aron^ proové au n* t99 
que, qtitttid 1« radne carrée d'un nombre entier n'éf^i pas en- 
tière^ elle est incommensurable. On n'aura donc alors la rtt^ 
cine demandée qu'à moins d*uiïe imité, ou à moins d'une 
derat'Ufiitë (201); mais si l'oii a besoin d'on plus grattd dé^ 
gré d'approximation, on pourra l'obtenir par la métbodé sub- 
vante. 

Supposons^ pâi exemple, qu'on demande la tncme carrée 
de 7 à nK>iBS de ^. J'observe que ta racin» carrée d% profit 
de deum nombres est égale au proâait des racines carrées d€ céif 
deux nombres; cm*, p&ur ikmr unprodmt em carré, ^ suffit iê 
carrer chacun de ses facteurs*; de sorte que, pour reveirir do 



* Soit, en effet, proposé de former le carré du produit 3.4.6 : il faut pour 
cela multiplier ce produit pat lui-même, ce <|ui revient à le multiplier succes- 
sivement par chacun da ses facteurs (38;. Ce carré sera donc 3.4.6.3.4.S, 
ou, en intervertissant l'ordre des facteurs, 3.3.4.4.6 6; or 3.3 est le carré 
de 3; multiplîep ce" carré par 4 et ensuite par 4, c'est le multiplier par le carr^ 
de 4; enfin, multiplier 3*- 4^ par 6 et encore par 6, revient à le mtiltipfier pîir 
le carré de 6 : donc le carré du produit 3.4.6 est bien 3*. 4*. 6*, ce qui dé- 
montre le principe énoncé. 

Remarquons que cette démonstration conirîent ati cas où: les fkcteurs dtt 
produit que rÔQ veut élever au carré seraient incommensurables, car le pria* 
cipe du B" as» sur leqiiAi ell» est fondéty ne dépend que de celui du n» at, et 
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carré à la racine, il suffira d'extraire la racine carrée de chaque 
facteur, et de multiplier ces racines entre elles. Si donc on 
multiplie le nombre proposé 7 par le carré du dénominateur 5 
de la fraction i, et qu'on extraie la racine carrée du produit 
7.5^, la racine que l'on obtiendra sera égale à la racine deman- 
' jée multipliée par 5 : 

donc, en divisant la racine carrée de 7.5^ par 5, on aura exac-- 
tement celle de 7 : 

Or 7.5*= 175, et la racine carrée de 175 tombe entre les deux 
nombres entiers consécutifs 13 et 14; donc la racine demandée 
est comprise entre ces deux nombres divisés par 5, c'est-à-dire 
entre ^ et ^; donc ellcdiffèrede chacun d'eux de moins qu'ils 
ne diffèrent l'un de l'autre, c'est-à-dire de moins de ^. Donc 
en prenant -V^ ou ^ pour la valeur de la racine carrée de 7, 
l'erreur que l'on commettra sera moindre que ^. 

Concluons de là que, pour extraire la racine carrée d'un nom- 
bre à moins d^tme imité fractionnaire donnée^ il faut muUiptier 
le nombre proposé par le carré du dénorninateur de cette unité 
fractionnaire^ extraire la racine carrée du produit à moins dune 
unité j et diviser cette racine par le dénominateur de la fraction 
proposée*. 

203. Il suit de là que, pour extraire la racine carrée d'un 
nombre à moins de ^, j^, y^, etc., il faut multiplier ce 

il sera prouvé plus loin (238) que Von peut intervertir Pordre des facteurs 
d'un produit, lors même qu'ils sont incommensurables. h 

* On parviendra encore à cette règle de la manière suivante : 
Si l'on peut trouver deux nombres entiers consécutifs tels qu'en les multi- 
pliant par ^ on obtienne deux autres jiombres entre lesquels la racine carrée 
de 7 se trouve comprise, chacun de ces deux derniers nombres satisfera à la 
[uestion^ puisque leur différence étant ^, chacun d'eux différera par consé- 
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nombre par 10', 100', 1000% etc., ce qui revient à écrire à sa 
droite deux, quatre, six, etc., zéros; extraire la racine carrée 
du résultat à moins d'une unité, et diviser cette racine par 
10, 100, 1000, etc., ce qui se fait en séparant sur sa droite une, 
deux, trois, etc., décimales. 

Donc, en général, pour obtenir la racine carrée (Tun nombre en- 
tier à moins cPv/ne unité décimale donnée^ il faut écrire à la droite 
de ce nombre deux fois plus de zéros que l'on ne veut avoir de dé" 
cimaks à la racine, extraire la racine du nombre ainsi fermé à 
moins d'une unités et séparer sur la droite de cette racine autant de 
décimales qu'on en a demandé. 

204. Lorsqu'on veut extraire la racine carrée d'un nombre 
décimal, il faut distinguer deux cas, selon que le nombre des 
chiffres décimaux est pair ou impair. 

l"" Sile nombre des chiffres décimaux est pair, extrayez la ra- 
cine carrée du nombre proposé j abstraction faite de la virgule j et 
séparez sur la droite du résultat deux fois moins de décimales que 
n'en contient le nombre proposé. 

En effet> supposons, par exemple, qu'il y ait six décimales 



quent de cette racine de moins de ^. Soient donc a; et « + 1 deux nombres 
entiers tels que Ton ait 

».i<VT et V7<(* + 1).^; 

si Ton élève au carré les deux membres de chacune de ces inégalités, on 
trouvera (116) 

-- <7 et 7 < ^ ^ ' . 

et, en multipliant les deux membres de chacune de celles-ci par 5', il 
viendra 

a;»<7.5» et 7.5» <(»+!)«; 

ce'qui nous apprend que 7.5' étant plus grand que le carré de «, et plus 
petit que celui de (x+l), la racine carrée de ce nombre sera comprise 
entre x et (a; + 1)^ de sorte que x est la racine carrée de 7.5' à moins d'une 
unité. D'où Ton conclut que pour extraire la racine carrée d'un nombre à 
moins, etc. 
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ëans le pombre proposé : en faisî^nt abstrai^tion de h virgule, 
on aura mulliplié ee nombre par Tunité çgiyie de six zéro$; 
donc la racine carrée du résultat sera égale k h racine deman- 
dée, multipliée par la racine carrée d'^n million {?02), c'est- 
à-dire par mille : donc on <aura la racine demandée en divi* 
sant la racine trouvée par mille, ce qui se fera en séparant sur 
la droite de cette racine trois décimales, c*est«^à-dire deux fois 
moins qu'il n'y en avait d^ns le nombre proposé* 

ft* Si h nombre des chiffres décimaux esi impair, vpus ajouterejf 
un zéro à la droite du nombre proposéj et vous retomberez a\n$% 
dans le cas précédent. Ce qui fait qu'on ajouta 0» zéro k Ift 
droite du nombre proposé, c'est que ce nombre devant être 
considéré comme le carré de ^a racine, doit contenir dei)]( fois 
plus de décimales que cette racine (i37), c'est-à-dirp un nom- 
bre pair de décimales. 

Exemples : !• Quelle est la racine carrée de 42, 1861 1 
Réponse ; 6,49. 

2® Quelle est la racine carrée de 2,345î 
Réponse: 1|53. 

208. Proposons-nous maintenant d'extraire la racine carrée 
d'une fraction. 

Si les deux termes de la fraction proposée sont des carrés par^ 
faits, il suffira, pour obtenir sa racine, d'extraire séparément les 
racines carrées de ces deux termes, II résulle, en effet, de la règle 
donnée pour multiplier deux fractions Tune par l'autre, que 
pour former le carré d'une fraction il faut carrer ses deux ter- 
mes, et que par conséquent on reviendra du carré d'une frac- 
tion à sa racine en extra jant séparément les racines carrées de 
chacun de ses deux termes*. Ainsi }/^= |. 



"^ Bourdon «l fait observer qiie cette démonstration ne peut s'appUqyer qn'i 
une -fr^iction dont les d^ux termes sont des carrés parfaits : car çUç repose sur 
^ règle donnée pour multiplier deux fraptions entre elles, et le raisopDeoieQt 
Qui nous ^conduit à oette règle spppose que U fractiop xuuitipUçateur est çpm- 
mensurable 'IIO) 
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Si les deux termes éTune fraction irridiictible -r- ne sont pas des 

carrés parfaits^ sa racine carrée est ùtcommensurd^U. Supposons 

en effet, que cette racine puisse être commensumbJ^ et n* 

a' 
présentons-la parla fraction irrêduclîMe^y On devra donc 

a fl'* û'' 

avoir ^ =— . Mais la fraclionT;; est irréductible (8S) ; donc il 

faut quej'on ait a=sa'' et b=b'* (iOS), ce qui est contraire à 
rhypolhèse. 

20G. Si des deuw termes de to fraction le li^nomiiuttnir Siful 

est un carré parfait^ Vapplication de la règle précédente donnera 
la racine demandée à moins d^une unité de l'ordre marqué par la 
racine carrée du dénominateur ^ car, supposons, par exemple, 
que l'on demande la racine carrée de ^1 • ^î l'on multiplie 
cette fraction par son dénominateur 25, et que Ton extraie la 
racine du produit 12 (97, d^»}, la racine que Ton obtiendra 
sera égaleà celle de |f multipliée par v/iô» c'est-à-dire par 5| 
donc, en divisant la racine carrée de 12 par 5, on aura exacte- 
ment celle de ^. Or la racine carrée de 12 tombe entre 3 et 4 : 
donc la racine demandée sera comprise entre f et |. Ainsi | 
sera la yaleur de cette racine à moins de {. 

207. Si k dénominateur de la fraction proposée n^est pas un 
carré parfait^ on ramènera ce cas au précédent en multipliant les 
devx termes de cette fraction par son dénominateur^ et alors on 
obtiendra la racine demandée à moins d^une unité fractionnaire de 
V ordre marqué par son dénominateur. 

Soit proposé, par exemple, d'extraire la racine carrée de la 
fraction -ft : on multipliera les deux termes de cette fraction 
par là, ce qui donnera la fraction équivalente f^,. On extraira 
les racines carrées de ses deux termes, et l'on trouvera ^, va- 
leur exacte à moiûs de -^ près. 

208. Il n'est pas toujours nécessaire de multiplier les deux 
termes de la fraction proposée par son dénominateur, pour la 
transformer en une autre dont le dénominateur soit un carré 
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parfait. Il suffit, pour cela, de décomposer le dénominateur en 
ses facteurs premiers, et de multiplier les deux termes de la 
fraction par ceux de ces facteurs premiers dont les exposants 
sont impairs. On extraira ensuite la racine carrée du nouveau 
dénominateur, en divisant par 2 les exposants de ses facteurs 
premiers. ^ 

Exemple : Extraire la racine carrée de ^. On trouvera (88) 
que 360 = 2* . 3^ 5 : ainsi Ton multipliera les deux termes de la 
fraction ^ par 2.5, ce qui donnera sr^r La racine carrée 
du numérateur est 13 à moins d*une unité; celle du dénomina- 
teur est 2'.3.5=60 : donc v^=iî à moins de ^. 

S09. En rendant le numérateur un carré parfait, on n'aurait 
également qu'une racine à extraire ; mais on ne saurait pas im- 
médiatement sur quel degré d'exactitude on pourrait compter. 
Si l'on demandait, par exemple, l|i racine carrée de ^, en ren- 
dant le numérateur un carré parfait, on trouverait que cette 
racine tombe entre | et |; qu'ainsi Terreur commise en pre- 
nant I pour sa valeur est moindre que la différeiice de ces 
deux fractions, c'est^-dire moindre que ijSj. 

Remarquons que,dans le cas même où le numérateur de la 
fraction serait un carré parfait, on pourrait commettre une er- 
reur de plus d'une unité, si l'on se bornait à extraire la racine 
carrée de ses deux termes. Supposons, en effet, que Ton de- 
mande la racine de ^^ : on trouve ainsi Ap= 15,/)u ^ = 10. 
Mais ^ = 128 ^ est compris entre le carré de 1 1 et celui de 
12; donc, en prenant l'un des nombres 10 ou 15 pour la racine 
carrée de ^, on commettra une erreur de plus d'une unité. 

210. Si Von voulait extraire la racine carrée cTime fraction à 
moins (Tune unité fractionnaire donnée^ on verrait, en raison* 
nant comme au n* 202, qn'U faudrait multiplier cette fraction 
par le carré du dénominateur de funité fractionnaire donnée, 
extraire la racine carrée du produit à m>oins d^une unité, et pour 
cela extraire à moins d'une unité la racine carrée du plus grand 
nombre entier contenu dans ce produit; enfin diviser ceUt racine 
par le dénominateur de Vmité fractionnable donnée. 
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Eûcemple : Calculer la racine carrée de-ff à nwins de ^. Je 
multiplie -ft par le carré de 20, c'est-à-dire par' 400, ce qui 
donne ^^; j'extrais les entiers de ce produit, et je trouve 
142, dont la racine est 11 à moins d'une unité près : c'est donc 
là aussi la racine carrée de ^^ à moins d'une unité, car le 
carré de 12 surpasse 142 an moins d'une unité, et est par con- 
séqiient plus grand que ^^. Donc j^ est, à moins de ^, la ra* 
cine carrée de ■^. 

Si Ton demandait la racine d'un nombre quelconque à moins 
d'une fraction donnée, on commencerait par rendre le numéra- 
teur de cette fraction égal à l'unité en divisant ses deux termes 
par ce numérateur, et on rentrerait ainsi dans le cas précédent. 

Veut-on, par exemple, la racine carrée de 20 {^ à moins de f î 
on observera que |=|-; on multipliera donc 20 1^ par le carré 

de I, ce qui donnera ^^ = 58 ^ ; on extraira la racine carrée 
du plus grand carré contenu dans 58,. et en la divisant par | 
on trouvera ^, qui est le nombre demandé. 

Sii. Il suit de ce qui précède que, pour trouver la racine 
carrée c^une fraction ordinaire à moins dune unité décimale don* 
née, on convertira cette fraction en décimales , en ayant soin de 
continuer le calcul relatif à cette conversion jusqu^à ce qu'on ait 
deux fois plus de décimales qu'on n'en dernandeàla racine; et 
la racine carrée de la fraction résultante sera la racim demandée. 
Ainsi, si Ton veut avoir la racine carrée de^ à moins d'un 
centième, on convertira cette fraction ^ en décimales, en 
poussant le calcul jusqu'au chiffre des dix-millièipes, ce qui 
donnera 0,3571 ; et, en extrayant la racine carrée de cette frac- 
tion, on trouvera 0,60 pour la valeur de la racine demandée 
à moins d'un demi-centième. 

*212. Nous avons vu (01) qu'un nombre a autant de divi- 
seurs qu'il y a d'unités dans le produit des exposants de ses 
facteurs premiers, augmentés chacun d'une unité. Il suit de là 
1* que tout nombre qui est un carré parfait a un nombre impair 
de diviseurs; car les exposants de ses facteurs premiers étant 
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tous pairs (première notedu n"" 802), si on lés àuj^menie d'une 
unité, ils deviendront tous impairs, et par conséquent leur pro- 
duit sera impair (note du n* 66); 2* que Umt nombre qui n'eu 
pas un carré parfait a un nombre pair de diviseurs; car l*un an 
moins des ex posants de ses facteurs premiers étant impair, si on 
l'augmente d'une unité, il deviendra pair, et par suite le pro« 
duit de ces exposants augmentés chacun d*une unité sera pair. 

*213. Nous avons donné (73) le moyen de reconnaître sî un 
nombre est premier ; mais il n'est pas nécessaire pour cela d'es- 
sayer tous les diviseurs moindres que sa moitié; car on est 
certain qu'un nombre est premier lorsque, n' étant pas un carré par- 
fait, il n'est divisible par aucun dçs nombres moindres que sa racine 
carrée. Si ce nombre, en effet, pouvaitétredivisibleparunnom- 
bre plus grand que sa racine carrée, il le serait nécessairement 
par le quotient de cette division, c'est-à-dire par un nombre plus 
petit que cette racine, ce qui est contraire k notre hypothèse. 

Il suit de là que, dans Tapplication de la méthode d'^rato- 
sthène à la construction d'une table des nombres premiers (74), 
il suffit de pointer les nombres à partir seulement du carré du 
nombre premier dont onveut supprimer les multiples ; car tous 
les nombres qui restent dans la table avant ce carré sont néces- 
sairement premiers. Ainsi, quand, dans la suite des nombres 
impairs, on a supprimé tous les multiples de 3, les nombres 
qui précèdent 5*= 85 sont premiers, et par conséquent te plus 
simple multiple de 5 que renferme cette suite est 25. 

214. Lorsqu'on sait extraire la racine carrée d'un nombre, 
on peut exfraire toute racine dont Tindice est une puissance 
parfaite de 2. En effet, si l'on extrait la racine carrée d'un nom- 
bre, puis la racine carrée de cette racine carrée, on obtiendra 
la racine quatrième de ce nombre ; car la seconde racine car- 
rée est deux fois facteur dans la première; mais cette première 
est deux fois facteur dans le nombre proposé : donc la seconde 
racine est deux fois deux fois, c*est-à-dire quatre fois facteur 
dans ce nombre ; donc elle en est la racine quatrièine. 

Si de h racine quatrième d'un nombre on extrait la racine 
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carrée, on aura ia racine huitième de ee nombre; car la racine 
carrée de la racine quatrième est deux fois facteur dans cette 
racine quatrième ; mais celle-ci est quatre fois facteur dans le 
nombre proposé : donc la racine carrée de la racine qualrième 
d'un nombre est quatre fois deux fois, c'est-à-dire huit fois 
faeteur d;)ns ce nombre ; donc elle en est la racine huitième. 

En continuant de raisonner ainsi, on verra qu'en extrayant 
I^ racine carrée de la racine huitième on aura la racine aei- 
zrèmo ; qu'en extrayant la racine carrée de la racine sei^ème» 
on aura la racine trente-deuxième, et ainsi de suite/ 

Concluons de là que si l'on extrait d'un nombre 

2 racines carrées successives, ou a la racine 4*, c.-à-d. une racipe du degré 2* 

3 8* :...2» 

4 1 G» 2* 

5 , 32- 2* 

etc etc etc. 

Ainsi, lorsque Vindice de la racine à extraire sera une puissance 
parfaite de 2, il suffira, pour r obtenir ^ d'extraire du nombre pro- 
posé un nombre de racines carrées successives marqué par V expo- 
sant que % a dan^ l'indice de cette racine» 

S IL RACINE CUBIQUE, 

215. On appelk cube d^ûn nombre le produit de trois facteurs 
égaux à ce nombre, ou, ce qui revient au même, le produit de 
ce nombre multiplié par son carré. Ainsi le cube de 6 est 
6,6.6 = 216. 

07% appelle racine cubique d'un nombre 1$ nombre qui, élevé 
au çubôj reproduit le nombre proposé. Ainsi la racine cubique de 
916 est 6. 

Pour indiquer que Ton doit extraire la racine cubique d'un 
nombre, on écrit ce nombre (100) sous le signe y/ ^ entre les 
branches duquel on place le chiffre 3. Ainsi y/T^S signifie que 
l'on doit extraire la racine cubique de 126. 

216. La racine cubique de 1000 étant 10, on voit que la 
racine cubique de tout noiabre plus petit qve 1000 e^t moindre 
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que 10» et se trouve par conséquent exprimée par un seul 
chiffre; qu*au contraire, la racine cubique de tout nombre 
plus grand que 1000 sera plus grande que 10,. et renfermera 
par conséquent des dizaines et des unités. 
/ Noxis distinguerons donc deux cas dans F extraction de la racine 
cubique des nombres entiersy selon que le nombre proposé sera 
moindre ou plus grand que 1 000. 

217. Pour extraire la racine cubique d'un nombre plus petit 
que 1000, on formera un tableau contenant sur une première ligne 
horizontale les neufs premiers nombres^ et au-dessous leurs cubes 
respectifs : 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 
1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729. 

Cela fait y on cherchera dans ce tableau le plus grand cube contenu 
dans le nombre proposé^ et sa racine cubique sera la racine de- 
mandée ^ à moins d'une unité. 

Si Ton voulait, par exemple, la racine cubique de 400, on 
dirait : Le plus grand cube contenu dans 400 est 343, dont la 
racine cubique est 7 : ainsi 7 est la racine cubique de 400, k 
moins d'une unité (192). 

En raisonnant comme on l'a fait au n» 195, on verra que, 
quand la racine cubique (Fun nombre entier n'est pas eraièrcj 
elle n*est pas non plus fractionnaire, de sorte que, ne pouvant 
pas être exprimée exactement en nombre, elle est incommen- 
surable, 

218. Voyons maintenant comment on pourra obtenir la ra- 
cine cubique d'un nombre plus grand que 1000. Gomme elle 
doit renfermer des dizaines et des unités, nous allons auparavant 
étudier la composition du cube d'un pareil nombre. Représen- 
tons par a les dizaines de ce nombre et par b ses unités : ce 
nombre sera représenté par a +6. Pour former son cube, nous 
rélèverons d'abord au carré, ce qui donnera (note dun** 194) : 

a*+2a,64-&S 

et il restera à multiplier ce dernier nombre par a+ft. 
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Pour y parvenir, nous multiplierons ctiaque partie du multi- 
plicande successivement par chaque partie du multiplicateur; 
et, eu observant que 2a.b.a peut s'écrire 2a.a.&=2a«.&, 
que de même 2a.b.b=2a,b^ (58), nous aurons le calcul 
suivant : 

' a»+2a.6 +6* 
a+b 



Produit du multiplicande par a. . . a^+2a*.6+ a.6« 
Produit du multiplicande par ft. . . a*.6-|- 2a.6« -f 6* 

En comparant cette expression à celle (a-|-&) du nombre 
proposé, on voit que fe cube d'un nornbre qui renferme des di- 
zaines et des unités se compose de quatre parties^ savoir : du cube 
des dizaines j du triple carré des dizaines multiplié par les unités, 
du triple des dizaines multiplié par le carré des unités , et du cubé 
des imités, 

219. Revenons maintenant à l'extraction de la racine cubique 
d'un nombre plus grand que 1000. Saracine contiendra, comme 
nous l'avons vu, des dizaines et des unités; de sorte qu'on 
pourra considérer le nombre proposé comme formé de quatre 
parties, savoir : du cube des dizaines de sa racine, du triple 
carré de ses dizaines par ses unités, du triple de ses dizaines 
par le carré de ses unités, et du cube de ses unités. 

Cela posé, si nous pouvions détacher du nombre proposé le 
cube des dizaines de la racine, en en extrayant la racine cubi- 
que, nous obtiendrions les dizaines de la racine demandée. Mais 
le cube de ces dizaines étant un nombre exact de mille (54), 
ne peut se trouver que dans les mille du nombre proposé, les- 
quels peuvent contenir, en outre, dés mille qui auraient reflué 
des trois autres parties du cube de la racine, plus du reste, s'il y . 
en a un. Par conséquent, si l'on extrait la racine du plus grand 
cube contenu dans les mille du nombre proposé, on n'obtiendra 
pas un nombre plus petit que les dizaines de la racine. On ne 
pourra pas non plus en trouver un plus grand, sans quoi celte 
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racine du plus grand eube contenu dans tes mille du nombre 
proposé surpasserait au moins d'une unité Ut racine totah (note 
du n« 196), c'es^-à-dire la racine du plm grand cube cmtenu 
dan& 'le nombre tout entier, ce qui est évidemnfienl absfkrdé : 
donc, en extrayant la racine du plus grand cube contenia dans 
les millci du nombre proposé, on trouvera exactement les di- 
zaines de la racine demandée. 

Si maintenani on retranche du nombre proposé le cube des 
dizaines de la racine, le tcsXe ne contiendra plus que le triple 
carré des dizaines de la racine par Icsunîtés, le Irîple des dizaines 
par le carré des unités, et le cube désunîtes. Mais la première 
de ces deux parties, étant un nombre exact de centaines,, ne 
peut se trouver que dans les centaines du reste, lesquelles peu- 
vent contenir en outre quelques centaines qui auraient reflué 
des deux autres parties du cube et du reste, s'il y en a un : donCy 
si Ton divise les centaines du reste par le triple carré des di- 
zaines de la racine, on ne pourra pas trouver un nombre plus 
petit que les unités de cette racine ; mais on courra le risque 
d'en trouver un plus grand [on verra d'ailleurs (M3) çiie le 
reste seul peut contenir autant de centaines qu'il y o» a daals- 
le triple carré des dizaines de la racine], 
. Pour vériQer si le chiffre trouvé n*esl pas pins grand que 
celui des unités» on n'aura qu ^ élever la racine totale aucabe, 
et ce cube devra pouvoir se retrancher du nombre proposé. 

On pourra s'assurer, et môme plus simplen^ent, que le chiffre 
mis à la racine n'est pas trop grand, de la manière suivante : 
à la droite du triple des dizaines, écrivez le chiffre des unités; 
multipliez le nombre ainsi formé par les unités , ee qui don^ 
nera le triple des dizaines par les unités^ plus le carré de» 
unités ; ajoutez ce produit au triple carré des divines, ce qui 
vous donnera le triple carré des dizaines» le triple produit des 
dizaines par les unités, et le carré des unités; multipliez cette 
somme par les uniiés, et vous aurez le triple carré desdiiaines 
par les unités, le triple des dizaines par le carré de&umtés, et 
le cube des unités. Comme ces trois parties se trouvent dans le 
re^tei leur somnoe doit pouvoir s'ea veArajoebec ; donc^ » bi 
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soustraction n'est pas possible, on sera certain que le chiffre 
trouvé pour les unités de la racine est trop grand, et par coiih 
séq^uent on devra le diminuer d'une ou de plusieurs unités. 

220. Ainsi, pour êss^tnre la racine cubique éftir» nombre plm 
grand que 1000, ex^ayêz la racine du plus grand cube contenu 
dans le^ mille de ce nombre^ ce qui voue' donnera les disaines de 
la racine demandée; retran^hesi le cube de ces dizaines du nombre 
proposé y et divis$:i ks centaines du reste par le triple carri des 
dizaines trouvées ; nous obtiendrez oiMi un mm^bre qui ne sera 
pas plus petit que les unités de la racine. Pour vérifier si ce nombre 
n'est pas plus grand, vous pourrez élever la racine totale au 
cube, et ce cube devra pouvoir se retrancher du nombre proposé. 
Mais il sera plus simple d'écrire le chiffre des unités à la droite du 
trifile des dizaines^ de multiplier le nombre ainsi formé par les 
unités, d'ajouter le produit au triple carré des dizaines et de muX' 
tiplier la somme par les unités: le produit devra pouvoir se retran- 
cher du reste. 

221. On verra, comme au m 107, que la règle que nous 
vcm)R& d^éBoncer pourra B'appliquer successivement à #es 
mmibres qui ne contiennent pas plus de 6, 9, 12, etc., dii£Q?es, 
^ que par conséquent elle es! générale. 

222. Gomme I9 chiffre des unités s^obtient pamnQ division, 
QA sent que la crainte d'écrire A la racine un chiffre trop grand 
e^^pose k en mettre un trop faible. Gomment danc sk'assurer que 
le chiffre qu'on aura écrit pour les unitési n'eatpas irop petit? 

Représentons la racine trouvée par a : ai elle est trop faibla 
d'une m>ité, la véritable valeur de. la racine s^era a^-^l ; de sorte 
que le nombre dont on e:&iraU cette racine doit contenir le 
cube de a+1, c'est-à-dire a'4^3a*4-3«+l* Mais on en a 
retranché le cube de la racine trouvée^ c'est^i-dire of : donc le 
reste doit encore conterûr 3a^+8a4'l>. c'est-à-dire le triple 
carré de la racine trouvée, plus le triple de cette racine, plus 1. 

On sera donc certain que le chiffre qu'on aura écrit à la ra^ 
cine ne. sfirck pas trop faibèe qua/f^ le reste correspondant sera 
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moindre qm le triple carré de la racine trouviez plus trois fois 
cette racinCy plus une unité. 

225. Il suit de là que le reste qu*on obtient en extrayant la 
racine cubique éCwn nombre entier vaux au plus le triple carré de 
cette racine^ plus trois fois cette racine^ et que la différence des 
cubes de deux nombres entiers consécutifs est égale au triple carré 
du plus petit j plu^ k triple de ce plu^ petit j plus une unité. 

224. Appliquons la méthode que nous venons de dévelop- 
per à la recherche de la racine cubique du nombre 50 651 889. 
On disposera les calculs comme ci-dessous : 



5 0.6 5 1. 


8 8 9 

8.8 9 
4 9 


369 




2 7 


27. . , . . 


....... 96 


2 3 6. 5 1 


576 I 


6 


19 6 5 6 
3 9 9 5 


3276 
36 




3 5 8 7 


3888. . . 


1089 




9801 




4 8 


4 8 





9 



3.98601 . 

Le nombre proposé étant plus grand que 1000» sa racine cu- 
bique contiendra des dizaines et des unités ; et/ pour avoir les 
dizaines de cette racine, il faudra extraire la racine cubique du 
plus grand cube contenu dans les 50651 mille de ce nombre. 
Mais 50651 étant plus grand que 1000, sa racine cubique con- 
tiendra des dizaines et des unités : de sorte que, pour déter- 
miner ces dizaines, il faudra extraire la racine du plus grand 
cube contenu dans 50 înille. Le plus grand cube contenu dans 
50 est 27 , dont la racine est 3 : ainsi la racine cubique de 50651 
contient 3 dizaines, que j'écris à la place réservée pour la ra- 
cine, à la droite du nombre proposé. Pour obtenir les unités 
de cette racine, je retranche du nombre 50651 le cube de 3 
dizaines, ce qui revient à retrancher 27 mille de 50 mille, et à 
abaisser à la droite du reste la tranche 651, ce qui fait 23651. 
Je divise les 236 centaines de ce nombre par 27 centaines, 
triple carré des 3 dizaines de la racine, et le quotient 6 
exprime les unités de cette racine. Pour vérifier si ce chiffre 
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n'est pas trop grand, je récris & la droite du triple des dizaines, 
ce qui donne 96; je multiplie ce nombre par 6, et j'ajoute le 
produit 576 à 27 centaines, tqple carré des dizaines de la ra- 
cine ; je multiplie enfin la somme 3276 par 6, et je retranche 
le produit 19656 de 23651, ce qui donne pour reste 3995. Ainsi 
le chiffre 6 n'est pas trop grand; mais nous pourrions craindre 
qu'il ne fût trop petit, puisque nous l'avons obtenu en divi- 
sant 236 par 27, et que le quotient de cette division est réelle- 
ment 8. Pour lever tous les doutes à cet égard, nous allons 
examiner si le reste 3995 est moindre que le triple carré de 
la racine trouvée 36, plus le triple de cette racine, plus une 
unité (222). Formons donc le triple carré de 36. 

On 576 se compose du triple produit 

des dizaines de 36 par ses uni- 
tés, plus du carré de ses unités; 

d'un autre côté 3276 se compose du triple carré des 

dizaines de 36, du triple pro-* 
duit de ses dizaines par ses uni- 
tés, et du carré de ses unités; 
si à ces deux nombres • 

nous ajoutons. • 36, carré des unités de 86, la 

somme 3888 se composera du triple carré 

des dizaines de 36, de six fois le produit de ses dizaines par ses 
unités, et du triple carré de ses unités, c'est-à-dire du triple 
carré de 36 (194). Si à cette somme nous ajoutons le triple de 
36 et encore une unité, le résultat 3997 surpassera le reste 
3995 : donc le chiffre 6 n'est pas trop faible ; mais d'ailleurs 
nous avons reconnu qu'il n'est pas trop grand; donc il est 
exact; donc 36 est la racine du plus grand cube contenu dans 
5065 1 . Ainsi la racine demandée contient 36 dizaines. D faudra, 
pour en trouver les unités, retrancher du nombre proposé le 
cube de ces 36 dizaines. Or ce cube est un nombre exact de 
mille • donc iLsuffira de le retrancher des 50651 mille du 
nombre proposé, et d'abaisser à la droite du reste la tranche 
889. Mais nous avons précisément retranché le cube de 36 de 

12 
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50651 ; car nous avons d'abord sousti^it de ce nombre le cube 
de 3 dizaines^ et qui a doiiaé pour reste 23651 ; et de ce reste 
nous avons, retranché 19656, c'est-ànàirte )e triple carré des 
3 dizaines par ks 6 unités^ plus le triple produit de ces dizaines 
par le carré de ces unités, plus le cultô de ces unités. Abaissons 
donc la tranebe sad à la droite du reste 3995, ce t}tii donnera 
3995889 1. et divisons les centaines de ce nombre par 3888, triple 
carré des trente-sîx dieaines de la racine. Le quotient 9 sera le 
chiffre des unités. Il est évident qu'il n*est pas trop petit. Pour 
vérifier s'il n'est pas trop grand,^ on l'écrira à la droite du triple 
des 36 dizaines; on multipliera le nombre ainsi formé 1089 par 
ce nombre 9 ; on ajoutera le produit 9801 à 3888 centaines; on 
. multipliera la somme 398601 par 9, et, en retranchant le pro- 
àmt 3&87469 de 9995889^ on tro«rvera pour reste 408480, ce 
qui proiive %ue le chiffre 9 n'est pas trop grand, et qu'ainsi 
369 e&i la raeîue eubiqtie de 50651889, à moins d'une unité. 

MS. Ce n*est que dans des cas très-rares que l'on ob endra 
exactement la racine cubique du nombre proposé : car dans le 
premier million, par temple, il n'y a que cent cubes parfaits. 
Ators oli trouvera la racine demandée à moins d'une unité; 
mais si l'on a besoin d'un plus grand degré d'approximation, 
on pourra l*obtenîr par la méthode suivante : 

Suppoâotfê^ p$ar exem^i^, qu'on demande la racine cubique 

de 7 &. moins die ^* J'observe que si Von mutUplie un nombre 

par im €Mtr&^ kn ra$ine eviMqne àe kvr prodmù sera égale au 

produit ék kyira vaeimA cubiques : car, pour élever un produit 

au. cube^ il suffià d'y élever chacun de ses facteurs (la déinonstra- 

tioià est kl mfiiufi qifte «elle ésmoèQ dans )a pretnière note du 

po. jiod) ; de sortir qiue jimir eaabraire la racine evtbique dJ'vm 

l proàâèiU il suffii é^ extraire la racine cubique de chaque facteur y 

'' et de fmdti^li^ eu racmes entre eUes. Donc, si l'on irmlti|)lie le 

j nombre 7 par le eube de 5 et qu'on extraie kn racine cubique 

I àxk produk 7é 5^ la racine qu'on obtiendra seraégale à la racine 

demandée msUpliée par 5 : 
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donc^ en diviMnt la rftcim cttbiqiié de 7. ^ paf &, où aiira 
e^acienwnt celte de 7 : 



^=^,- 



or 7. 5» =875, et la racine cubique de 875 tombe entre les 
^euxnombreâ entière conséctltîfs 9 et 10; donc la racine de- 
mandée toinbe eïitfé ces deut nombres divisés par 6, c'est-à- 
dire entre f et -^ ; donc elle diffère de chacun d'eux de moins 
qu'ils ne diffèrent entre eux, c'est-à-dire de moins de.f; dMc, 
en prenant | pour la racine demandée, on aura celte rarîne à 
moins de |. 

Concluons de là que, pour extraire la racim enbique fv/n 
nombre à moins d'une unité fractionnaire donnée^ U faut mul^ 
tiplier ce nombre par le cube du dénominateur de cette unité 
fractionnaircy extrctite lé racine cubique dti produit à moins 
d'une unitéy et diviser cette racine par le dénominateur de la 
ftatii&àpfoposie*. 

2â6. Il siiit de là que, pour extraire la racim cubique d'un 
nombre entier à mmns d'une mité décimale donnée^ il faut écrire 
à sa érmte trois fois plue de £étâ$ qtfon ne téui œùoit de décimales 
à kl racincy eàtrmre la recifie ôiibique du rê&Ullat ft mtmU (tiitié 
unité, et sépara sur la dfùitê de ckié tacine ûuiafyî té ditimùks 
qu'on en a demandé (S()3) . 

227. Lorsqu'on veut extraire k racine cubique d'un nombre 
décimal, on distingue deux cas, selon que le nombre des déci- 
males est ou n'est pas un multiple de 3. 

1® Si le nombre des chiffres décimaux est wa multiple de 3, 
eé^t^âyez la radfte cubiquey absttaction faite de ta titgute ; puis 
sépares^ sixt la droite de cette raetne trois fois moine de décimales 
qu'il n'y en a dans le norfibre proposé, te raisonnement eist le 
mênrré qu'ait n» «©4, l*. 



* On parviendra encpre à cette règle en remplaçant, dans la démonstration 
qui fait le sujet de la seconde note du n" $Sù^y les mots carré et racine carrée 
par ceitii^ : d^H§e ^fûHfè^ cfÊkiqm. 
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2* Si le nombre des chiffres décimaux rCest pas wrt multiple 
de 3, écrivez à la droite du nombre proposé un ou deux zéroSy 
selon qu'il sera nécessaire^ pour rendre le nombre des décimales 
divisible par 3, et vous retomberez ainsi swr le cas précédent 
(204, 2<>). 

Exemples : 1*» Quelle est la racine cubique de 50,651889? 
Réponse : 3,69, — 2* Quelle est la racine cubique de 2,6518? 
Réponse : 1,38. 

228. Proposons-nous maintenant d'extraire la racine cubi- 
que d'une fraction. 

Si les deux termes sont des cubes parfaits, il suffira^ pour avoir 
la racine cubique, d'extraire séparément celle de ceï deua termes. 
Ainsi : . 

^^^=-1^=1=1 (208). 
y 216 

On démontrera, comme au no 205, que si les deux termes 
d*wae fraction irréductible ne sont pas des cubes parfaits, sa racine 
cubique est incomm^nsu/rable. 

229. Si des deux termes d'um fraction le dénominateur seul est 
un cube parfait, Inapplication de la règle précédente donnera la 
racine demandée à moins d'une unité de tordre marqué par la 
racine ^cubique du dénominateur. Car, si Ton demande, par 
exemple, la racine cubique de ^, on devra extraire la racine 
cubique de 55 (206), laquelle tombe entre 3 et 4, et celle de 
343, qui est 7 ; de sorte que la racine demandée tombera entre 
f et ^ : donc f est la valeur de cette racine à mdins de 4* 

250. Si le dénominateur de la fraction proposée n'est pas un 
cube parfait, on ramènera ce cas au précèdent en multipliant les 
deux termes de cette fraction par le carré de son dénominateur, 
et alors on obtiendra la racine demandée à moins d'une unité frac- 
tionnaire de Vordre marqué par son dénominateur. 

Soit proposé, par exemple, d'extraire la racine cubique de la 
fraction |f|. On multipliera les deux termes de cette fraction par 
le carré de 528, qui est 278784, ce qui donnera ^^^^^\ on 
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extraira les racines cubiques des deux termes de cette frac- 
tion ; et comme celle du numérateur tombe entre 403 et 404, 
on en conclura que ^ est la yaleur de la racine à moins 

de^/ 

* 251. Il n*est pas toujours, nécessaire de multiplier les deux 
termes de la fraction proposée par le carré de son dénomina- 
teur pour la transformer en une autre dont le dénominateur 
soit un cube parfait. On observe que, lorsqu'un nombre est 
un cube exact, les exposants de ses facteurs premiers sont des 
multiples de 3; en conséquence, on n'aura qu'à décomposer le 
dénominateur en ses facteurs premiers et multiplier les deux- 
termes de la fraction par ceux de ces facteurs premiers dont 
les exposants ne sont pas divisibles par 3, et autant de fois par 
ces facteurs qu'il le faudra pour qu'ils aient dans le noureau 
dénominateur des exposants qui soient des multiples de 3. On 
extraira ensuite la racine cubique de ce nouveau dénominateur 
en divisant par 3 les exposants de ses facteurs premiers. 

Exemple: Extraire la racine cubique de ï^. On trouve (88) 
que 4320 = 2'.3*.5 : ainsi on multipliera les deux termes de la 
fraction ^^ par 2.5*, ce qui donnera 5^||?p; la racine cu- 
bique du numérateur est 9 à moins d'une unité; celle du dé- 
nominateur est 2*.3.5 =60 : donc ^jUh^^Â = iot ^ moins 

252. Pour extraire la racine cubique dfvm fraction à moins 
(Pime unité fractionnaire donnée^ U faudra multiplier cette frac- 
tion par le cube du dénominateur de cette unité fractionnaire, 
extraire à moins d'u/ne unité la racine cubique du plv^ grand 
nombre entier contenu dans le produit^ et diviser cette racine par 
le dénominateur de Funité fractionnaire donnée. 

Exemple : Calculer la racine cubique de 5 -^y à moins de ^. 
Je multiplie 5 ^ par le cube de 20, c'est-à-dire par 8000, ce 
qui donne 43076 |§; la racine du plus grand cube contenu 
dans 43076 est 35 : donc f^ = | est la racine cubique de 
5^ à moins de ^(210). 
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81(5, Il suit d# c^ qpi précède que, pour troumr la r^iem 
cubiqus d^ur\e frç^tion ordinaire à ffioins (tune unité décimale 
donnée, ori çpnviertirn çeit^ frçtctiPn en décimales^ m ayant soin 
de continuer le calcul relatif à cette conversion jusqu'à ce qu'on 
ait trois fois ^lus de décimales que Von n'en demande à la ra- 
dnêf fit la nmnâ cubique de la firaetion résultante sera la racine 
demandé». 

Ainsi, si i^on leui aVoir la moine eubique de |f| à moins 
àa 4^^ on réduira celte fraction en décimales en «'arrêtant au 
chiffi^e des millièmes, ce qui donnera 0,445; et, en extrayant 
la raoiiie cubique de cette fraction, on trouvera 0,7 pour valeur 
da la racine demandée à moins de ^. 

254. ^n raisonnant comme au n* 214, on verra que lors- 
que IHndiçe d'ime racine à extraire sera une puissance parfaite 
dp 3, il suffira, pour obtenir cette racine, d'extraire du nombre 
proposé un nornbre de racines cubiques successives marqué par 
l'exposant que 3 q dq^s l'indice de cette ra^ne. 

83S. I^Qus sotpmes maintenant en état d*Oxtraire 4*un 
i^opfibre tpqte racine dont l'indice n'a pas d'autres facteurs 
premiers que 2 et 3, et même d'extraire cette racine avec tel 
degré d'approximation que l'on voudra. Supposons, en effet, 
pour fixer les id^es, que J'ou demande d'extraire d'un nombre 
la racine du degré 2*. 3*= 72. Si nous extrayons d'abord de ce 
nombre la racine du degré 2* = 8 (214), et que de cette ra- 
cine nous extrayions la racine du degré 3':= 9 (234), nous 
obtiendrons la racine 72» du nombre proposé : car la racine 9« 
de la racine 9* entrera 9 fois comme facteur dans cette ra- 
cine 8*; mais celle-ci est 8 fois facteur dans le nombre proposé: 
doi^c la racine 9« de la racine 8* est 9 fois 8 fois ou 72 fois 
facteur dans ce nombre; donc elle en est bien la racine 72*. 

p^mqvS^'ti'On maintenant la racine sixièm^e, de 7 à mains 
d'un^^i^i^^ on y^rra, en raisonnant cpmme an i^"* S^^ que 
pour ro^tçfl^r» U. (0/0 multipl^r ce nflw^rapa^ IQ*, «çirairô (a 
raçir;f^, ^i^nij^ du, produit 70.QOQ00 à moi^ Sym \mitéy ^ 
diviser ensuite cette racine par 10. Extrayons dpnc \^ rac^n^ 
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sixièiDe de 7000000, et pour cela extrayons d'abord la racine 
carrée de ce nombre. Nous trouverons 2645 pour résultat. Ex- 
trayons actuellement la racine cubique de 2645. Cette racine 
est 13, et je dis qu0 13 est la racine si^iième de 7000000 à 
moins d'une unité. En effet, il est d'abord ^vident que le carré 
du cube de 13, c'est-à-dire la sii^ième puissance di^ 13, est 
moindre que 7000000. D'un autre côté, le cube de 14 sur- 
passe 2645 au moins d'une unité, et compoe le carré de 2646 
est plus grand que 7000000, il s'ensuit qi^e le cs^rré du cube 
de 14, c'est-à-dire la sixième puissance de H. surpasse aussi 
7000000 : donc la racine sixième de ce nombre e$t comprise 
entre 13 6f 14, et par conséquent la racine de 7 totnbe entre 1,3 
et 1,4; donc 1,3 est la racine sixième de 7 à moins d'un 
dixième, 

* S30. Nous avons démontré aux n<" 57 et 118 que l'on 
pouvait intervertir l'ordre des facteurs d'un produit sans alté- 
rer sa valeur, lorsque ces facteurs étaient incommensurables; 
il convient actuellement d'examiner si ce principe est edcore 
vrai, quand les facteurs que l'on considère sont incommensu- 
rables ; mais il faut auparavant établir un principe qui est d'une 
grande importance, et d'abord définir ce qu'on entend par li- 
mite d'une quantité variable. 

On appelle umite d'une qiMntUé vahiablb une quanHté fixe 
dont elle s'approche indéfiniment^ c'est-à-dire de manière que leur 
différence puisse devenir moindre que toute grandeur donnée, sans 
cependant se réduire jam^iis rigoureusement à zéro. Ainsi nous 
avons vu au n? 164 que la fraction décimale 0,99990.... diffé- 
rera de l'unité aussi peu que Ton voudra, si on la compose d'un 
•nombre suffisant de chiffres 9, mais qu'elle ne sera jamais ri- 
goureusement égale à 1 tant que le nombre de ces chiffres sera 
limité. 

* 257. Il suit immédiatement de cette définition que si deux 
quantités variables restent constamment égales entre elles dans tous 
les états de grandeur par lesquels elles passent j leurs limites seront 

égales. 
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Soient, en effet» a et 6 deux grandeurs variables, et A et B les 
limites vers lesquelles elles tendent respectivement : on pourra 
assigner à a et par conséquent à b, qu'on suppose lui être con- 
stamment égale, une valeur qui diffère de B d'aussi peu qu'on 
voudra; donc A est aussi limite de b\ donc A égale B, puisqu'il 
est évident qu'une même quantité ne peut pas tendre en même 
temps vers deux timites inégales. 

* 258. Nous pouvons maintenant démontrer que la valeur 
(f im produit de facteurs incommensurables ne change pas si Von 
intervertit tordre de ces facteurs. Je fais d'abord observer que l'on 
peut toujours trouver une quantité commensurable qui diffère 
d'aussi peu que l'on veut d'une grandeur incommensurable 
donnée ; en second lieu, que la définition du n"" 25 n'ayant au- 
cun sens sî le multiplicateur est incommensurable, on doit re- 
garder un produit de facteurs incommensurables comme la limite 
vers laquelle tendent les pi^oduits que Von obtient, lorsqu'on rem- 
place les facteurs irrationnels par des facteurs rationnels qui en 
approchent indéfiniment. Or, ces produits successifs de facteurs 
commensurables ne changent pas de valeur lorsqu'on inter- 
vertit l'ordre de leurs facteurs : donc il en est de même du 
produit des facteurs incommensurables proposés, puisque les 
limites de deux quantités égales sont égales (257) ; ainsi, a et 5 
désignant deux nombres commensurables variables qui s'ap- 
prochent indéfiniment de deux quantités incommensurables 
A et B, on aura constamment a.b=.b.a\ donc les limites 
A.B et B.A de ces deux produits sont égales (257); donc 
A.B=B.A. 



CHAPITRE XII. 
RAPPORTS ET PROPORTIONS. 



S I. DÉFINITIONS. 

239. On appelle rapport ou raison le résultat de la comparai- 
son de deux quantités. 

Lorsque Ton compare deux 'quantités, on a pour but de sa- 
voir de combien l'une surpasse l'autre, ou combien de fois 
Tune contient l'autre. Ainsi, dans le premier cas, le rapport de 
15 à 5 est 15 — 5 = 10, et dans le second il est ^=3^ 

On voit donc qu'il y a deux sortes de rapports : le rapport par 
différence ou arithmétiquCf et le rapport par quotient ou géomé^ 
trique. 

240. On appelle proportion l'expression de V égalité de deux 
rapports de même espèce. Comme il y â deux sortes de rapports, 
il y a aussi deux sortes de proportions : la proportion par dif- 
férence ou Yéquidifférence^ et la proportion par quotient ou 
simplement la proportion. 

Ainsi l'égalité des deux rapports 15 — 5 et 1 2 — 2 forme une 
équidifférence qu'on écrit ainsi : 

15.5:12.2. 

Elle s'énonce :lbestàb comme 12 est à 2. 

De même, l'égalité des rapports ^ et ^ forme une propor- 
tion qu'on écrit : 

15:5:: 12 ;4, 

et qui s'énonce : Ib estàb comms 12 e^t à 4. 

241 . Le premier terme d'un rapport se nomme antécédent, 
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et le second conséquent. Ainsi toute proportion a deux antécé- 
dents et deux conséquents, aussi bien que deux moyerw et deux 
extrêmes; dans la proportion 15 :5 :: 12 : 4, 15 et 12 sont les 
deux antécédents, 5 et 4 sont les deux conséquents; 5 et 12 
sont les deux moyens, 15 et 4 sont les deux extrêmes. 

242. Lorsque les deuxmoyens d'une proportion sont égaux, on 
dit que la proportion est continue, et le terme mxyyen s'appelle 

MOYENNE DIFFÉRENTIELLE OU MOYENNE PROPORTIONNELLE, SUivaut 

que la proportion est par différence ou par quotient. On voit 
ainsi qu'wne moyenne différentielle ou proportionnelle entre deux 
nombres est un nombre qui forme les deux moyens d'une propor- 
tion par différence ou par quotiejit dont les deux nombres donnés 
sont les deux extrêmes. Ainsi 9 est une moyenne différentielle 
entre 6 et 12, et 10 est une moyenne proportionnelle entre 5 
et 20, car on a: 

6.9:9.12, 

5: 10:: iô:20. 

245. Désormais nous désignerons sous le nom de raison le 
rapport effeclué. Ainsi la raison d^ un rapport par différence sera 
V excès de V antécédent sur le conséquent, ou du conséquent sur V an- 
técédent, suivant que celui-ci sera, plus grand ou plus petit qtfc 
Vautre; et la raison dtun rapport par quotient sera toujours /f 
quotient de l'aiitécéderU divisé par le conséquent. 

$ n. DES ÉQUIDIFFÉRENCES. 

244. Dans toute équidifférence, la somme des extrêmes est égale 
à celle des moyens^ c'est-à-dire que, dans réquidiffôrence 

15.5:12.2, 

on aura 15+2 = 5 + 12 

fin effet, si chaque conséquent était égal à son antécédent, 
le principe serait évident de lui-même ; car la somme des 
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extréixieç et celle des moyens seraîjnt composa des mêmes 
parties. 

Or, si Ton ajoute la raisoq à chaque conséquent, les consé- 
quents deviendront égaux à leurs antécédents (243); ainsi on 
aura 

15.15; 12.12; 

et alors la somme des extrêmes sera égale à celle des moyens. 
Maïs en ajoutant la raison à chaque conséquent, nous avons 
augmenté la somme des extrêmes et celle des moyens chacune 
de cette raison : donc, puisque après cette augmentation elles 
sont égales, elles Tétaient nécessairement auparavant ; donc, 
dans toute équidifTérence la somme des extrêmes est égale à 
celle des moyens. 

243. Ce principe fournit le moyen de trouver un terme d*une 
équîdifférence lorsqu'on connaît les trois autres. 

Supposons, par exemple, qu'on donne un extrême et deux 
moyens; nous dirons : Si de la somme des deux extrêmes nous 
retranchions un extrême, il resterait évidemment Tautre; mais 
comme la somme des extrêmes est égale à celle des moyens, il 
n^y aura qu'à retrancher V extrême connu de la somme des deux 
moyens, et Von trouvera l'autre extrême, 

enverrait de même que, pour calculer un moyen, il faut de la 
somme des deux extrêmes retrancher le moyen connu, 

246. Si l'équidifférenceest conlinue, la somme des extrêmes 
est égale alors au double du terme moyen : donc celui-ci vaut 
la demi-somme des extrêmes ; donc, pour prendre une moyenne 
différentielle entre deux nombres, il faut prendre la moitié de la 

' somme de ces nombres. On trouvera ainsi que la moyenne diffé- 
rentielle entrç 5 çt 1^ est -^ — = 10; et, en effet, on a 

5. 10: 10.45. 

247. Nous avons prouvé que dans toute équîdifférence la 
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somme des extrêmes est égale à celle des moyens. Récipro- 
quement, lorsque quatre nombres sont tels que la somme des to 
trêmes est égale à celle des moyens^ ces quatre nombre forment une 
équidifférence. 

• 11 suffit pour le démontrer de faire voir que, si quatre nom-' 
bresne forment pas une èquidifférencej la somme des ecçtrêmes n'est 
pas égale à celle des moyens. 

Considérons, en effet, quatre nombres 15, 5, 12 et 3, tels 
que le rapport des deux premiers ne soit pas égal à celui des 
deux derniers : si à chaque conséquent on ajoute la raison du 
premier rapport, le premier conséquent deviendra égal à son 
antécédent; mais il n'en sera pas de même du second, puisque 
les raisons des deux rapports sont supposées différentes. Donc, 
après cette addition, la somme des extrêmes ne sera pas égale 
à celle des moyens, car elles auront une partie commune et 
une partie différente. 

Mais, en ajoutant laraison du premier rapport à chaque con- 
séquent, on a augmenté la somme des extrêmes et celle des 
moyens chacune de cette raison : donc, puisque après cette 
augmentation ces deux sommes sont inégales, elles Tétaient 
nécessairement auparavant ; donc, lorsque quatre nombres ne 
forment pas une équidifférence, la somme des extrêmes n'est 
pas égale à celle des moyens ; donc, lorsque quatre nombres 
sont tels que la somme des extrêmes est égale à la somme des 
moyens, ces quatre nombres forment une équidifférence. 

248. Il suit de là qu'on pourra toujours faire subir aux termes 
d'une équidifférence tous les changements qui n'altéreront pas Z'é- 
galité entre la somme des extrêmes et celle des vnoyens : ainsi on 
pourra intervertir Vordre des extrêmes ou celui des Moyens, 
mettre les moyens à la place des extrêmes et réciproquement^ 
augmenter ou diminuer d'une même quantité wn extrême et un 
moyen. 
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S m. DES PROPORTIONS PAR QUOTIENT. 

249. Dans toute proportion, k produit des extrêmes est égal à 
celui des moyens, c'esl-à-dire que dans la proportion 

I5:5::i2:4, ! 

on aura 

15X4=5X12. 

En effet, si chaque conséquent était égal à son antécédent, 
le principe serait évident de lui-môme : car le produit des 
extrêmes et celui des moyens seraient composés des mêmes 
facteurs. Or, si l'on multiplie chaque conséquent par la raison, 
chacun d'eux deviendra égal à son antécédent (243) : ainsi on 
aura 

15:15:: 12:12, 

et alors le produit des extrêmes sera égal à celui des moyens. 
Mais, en multipliant chaque conséquent par la raison, nous 
avons multiplié le produit des extrêmes et celui des moyens 
chacun par cette raison (59) : donc, puisque après cette mul- 
tiplication ces deux produits sont éganx, ils Tétaient nécessai- 
rement auparavant; donc, dans toute proportion, le produit 
des extrêmes est égal à celui des moyens. 

Donc, si quatre nombres sont tels que le produit des extrêmes ne 
soit pas égal à celui des moyens, ces quatre nombres ne formeront 
pas une proportion^ sans quoi le produit des extrêmes serait 
égal à celui deâ moyens* 

250. Il suit de ce principe que, si Von veut calculer Vun des 
extrêmes d'une proportion dont on connaît les trois autres termes, 
il suffira de diviser le produit des moyens par l'extrême connu. 

En effet, si Ton divisait le produit des extrêmes par l'extrême 
connu, on aurait évidemment l'autre; mais, comme le produit 
des extrêmes est égal à celui des moyens, en divisant le produit 
desmoyens parrextrême connu, on trouvera le même résultat. 
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Exemple : Calculer le quatrième terme de la proportion 
15:5;: 12 :x. On aura : »=s±*-^£»4. 

On verra de même que, pour calculer wn des moyens^ U n'y a 
qu'à diviser le produit des extrêmes par le moyen c&nnu. 

25i. Si la proportion est continue, le produit des extrêmes 
est égal au carré du terme moyen : donc ce terme est égal à 
la racine carrée du produit des extrêmes; donc, pour prendre 
une moyenne proportionnelle entre deui» nomiresy U faut extraire 
la racine carrée de leur produit. Ainsi, pour trouver une moyenne 
proportionnelle entre 4 et 9, nous mutliplierons 4 par 9, ce 
qui donnera 36; nous extrairons la racine carrée de 36, et le 
résultat 6 de cette opération sera la moyenne proportionnelle 
demandée. 

252. Si quatre nombres sont tels que le produit des deuxmoyens 
est égal au produit des deux extrêmes^ ces quatre nombres forment 
une proportion. 

Il suffit, pour démontrer ce principe, de faire voir que, rf 
quatre nombres ne forment pas une proportion^ le produit des ex^ 
trémas n'est pas égal à celui des moyens. Considérons donc 
quatre nombres 15, 5, 12 et 3, tels que le rapport des deux 
premiers ne soit pas égal à celui des deux derniers. Si Ton mul- 
tiplie chaque conséquent par la raison du premier rapport, le 
premier conséquent deviendra égal à son antécédent; mais il 
n'en sera pas de même du second, puisque les raisons des deux 
rapports sont supposées différentes : donc, après celte multi- 
plication, le produit des extrêmes ne sera pas égal à celui des 
moyens, car les deux produits auront un facteur commun et 
un facteur différent. Mais, en multipttanat chaque éon^éqûent 
par la raison du premier rapport, nous avons multiplié le pro- 
duit des extrêmes et celui des moyens chacun par cette raisotl : 
donc, puisque après cette multiplication ces deux produite sont 
inégaux, ils Tétaient nécessaireiûient auparavant' ; donc, lorsque 
quatre nombres ne forment pas une proportîoti, le produit des 
extrêmes n'est pas égal à celui des moyens; donc, si quatre 
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nombres sont tels que le produit des extrêmes soit égal à celui 
des moyens, ces qualres nombres formeront une proportion. 

253. Il suit de là qu'on peut faire subir aux termes (fime 
proportion tous les changements qui n'altèrent pas Végalité 
entre le produit des extrêmes et celui des moyens. Ainsi^ on 
pimrra intervertir l'ordre des extrêmes et celui des moyens^ 
mettre les extrêmes à la place des moyens et réciproquement^ 
multiplier ou diviser par un même nombre un extrême et un 
mc^fen. 

Ce principe permet de faire évanouir les dénominateurs qui 
pourraient se trouter dans une proportion. Que Ton ait, par 
exemple, la proportion 

on multipliera d'abord les antécédents par leur plus petit dé- 
nominateur commun 12, ce qui donnera 

9:|::io:a?; 

et, en multipliant ensuite les deux termes du premier rapport 
par 3, il viendra enfin 

27:2::io:«3=i|?. 

254. Quand deux proportions ont un rapport cêmtmun^ les 
deux autres rapports forment une proportion- 

Car ces deux autres rapports, étant égaux au rapport com- 
mun, sont égaux entre eux. Ainsi les proportions 

W' \l * f! 1 donnent 15 : Si :: lo : 14. 
5: 7 :: lO: 14 ) 

255. Lorsque deux proportions ont les mêmes antécédents ou les 
mêmes conséquents, les quatre autres termes forment une pro- 
portion. 

Cette propriété se déduit de la précédente en intervertissant 
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dans chaque proportion l'ordre des moyens. Ainsi, des pro- 
portions 

^•^^••^•^^ I ontire(255)f ^•^••^^•^^ 
5: 10:: 7: 14 S """'^^ ^ ^ \ 5:7::io:i4, 

et comme ces deux dernières proportions sont liées par un 
rapport commun, elles donnent 15 : 21 :: 10 : 14. 

266. Bans toute proportion^ la -somme ou la différence des 
deux premiers termes est à la somme ou à la différence des deux 
derniers comme le premier est au troisième, ou comme le second 
est au quatrième. 

C'est-à-dire que la proportion 

io:5::i2:6 

donnera I0zh5': 12±:6 :: lo: 12:: 5:6. 

En effet, si l'on augmente ou si l'on diminue chaque antécé- 
dent de son conséquent, les nouveaux antécédents contiendront 
les conséquents primitifs une fois de plus ou de moins : donc 
les raisons des deux rapports seront chacune augmentées ou 
diminuées d'une unité (245). Mais elles étaient d'abord égales : 
donc elles le seront encore ; donc il y aura proportion entre 
les nouveaux antécédents et les conséquents primitifs; donc 
onaura la proportion 

io±5:5:: i2it:6:6, 

ou, en intervertissant l'ordre des moyens, . 

10db5: 12dr6::5:6. 

Mais si Ton change aussi l'ordre des moyens dans la proportion 
proposée, elle deviendra 

10: 12:: 5: 6, 

ce qui montre que le rapport de ô à 6 est le même que celui de 
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10 à 12 : donc le rapport 10 ±: 5 : 12 db 6, qui esl égal au rap- 
port 5 : 6, le sera aussi au rapport 10 : 12 ; donc on aura enfin 

io±5:i2±6::io:i2::5:6, ^ 

ce qu'il fallait démontrer. j 

857. Il est facile de déduire de là que, dans toute proportion, 
la somme des deux premiers termes est à leur différence comms la 
somme des deux derniers est à leur différence. 

258. Dans toute proportiony la somme ou la différence des anté^ 
cédents est à lasomms ou à la différence des conséquents comme un 
antécédent est à son conséquent. 

C'est-à-dire que la proportion 

io:5::i2:6 

donnera 12 ± 10 : 6zii5 :: lo : 5 :: 12 : 6. 

En effet, si dans la proportion proposée on interyerlit Tordre 
des moyens, on aura 

10: 12:: 5: 6. 

Mais on sait que, dans toute proportion, la somme ou la 
différence des deux premiers termes est à la somme ou à la 
différence des deux derniers comme le premier est au troi- 
sième, ou comme le second est au quatrième (256) ; donc la 
proportion précédente donnera 

i2ziiio:6zii5:: 10: 5:: 12:6. 

r 259. Dans u/ne suite de rapports égaux^ la somme d'un certain^ 
nombre d'antécédents est à la sommée de leurs conséquents comme 
un antécédent quelconque est à son conséquent. 
C'est-à-dire que, si Ton a la suile de rapports égaux 

2 : 4 :: 3 : 6 :: 5: 10 :: 7 : 14 :: , etc., 

13 



it4 BArPORTS BT PftOPORTiaM. 

on «B déduira 

2 + 3+5 + 7:4 + 6+10 + 14:: 7: 14 

En effet, les deux premiers rapports de la suite proposée 
forment la proportion 

2:4::3:6. 

Mbîs comme tiotts venons de dômontrer que dans tome pro- 
portion la somme des antécédents esft à la somme desi. consé- 
quents comme un antécédent est à son conséquent, cette pro- 
portion doimeva 

2+s:4+6::3:6. 

Or, au rapport de 3 à 6 on peut substituer te rapportéqmvïdetit 
de 5 à 10 : ainsi Ton aura 

2+3:4+6 :: 5: 10. 

Si Ton applique à cette proportion le principe du numéro 
préc&dem, a viendra 

2+3 + 5:4+6+10:: 5:10; 

rt en *iA^«anl aa rapport 5 : 10 le rapport équîfalent 7 : 14, 

oft aura 

2+3+5:4+^+10:: 7:i4. 

En appliquant enfin à cette dernière proportion le prificipe du 
numéro précédent, nous aurons 

2 + 3 + 5+7 : 4 + 6+ 10+ 14:: 7 : 14, 

C8 qa^il fàliait démonlrer. 

260. Si Von muUipUe plusiev/rs propartUms par ordrs^ c'est-à- 
dire terme à termey les produits qu'on obtiendra formeront unepro* 
portion. 
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î : 4 :: 3 : 6, 

5 : 15 :: 7 ; 21, 

8 : 16 :: 9 : I8, 

on tirera la proportion 

2.5.8:4. 15. 16:: 3. 7. 9: 6. 21. 18. 

Pour démontrer que ces quatre produits forment une pro- 
portion^ il suffit de prouver que le produit des deux e&trèmes 
est égal au produit des deux moyens (S82). 

Or, le premier extrême 2.5.8 est le produit des premiers 
extrêmes des proportions données; de même, le second extrême 
6.21 .18 est le produit des seconds extrêmes de ces mêmes pro- 
portions; donc le produit des deux extrêmes 2.5.8 et 6.21.18 
est le produit de tous les extrêmes des proportions données (56). 
On verra de même que le produit des deux moyens 4.15.16 
et 3.7.9 est le produit de tous les moyens de ces mêmes pro- 
portions. Mais dans cbacmie d^eUes le produit des eiotréiçies'edt 
égal à celui des moyens : donc le produit de ions leurs ex^ 
trêmes est égal à celui de tous leurs nK>yens ; donc, dans lâf^ro- 
portion que nous voulons établir, le produit des extrêmes ^st 
égal au produit des moyens; donc cette propoilion est vraie. 

261. Concluons de là que les carrés, Us (nibes, ef (m génér^al 
Us puissances semblables de quatre quaruUés en proportion sont 
aussi en proportion, c'esl-à-dire que de la proportion 

2:4:: 5: 10, 

on déduira, par exemple, 

2»:4»::5»:io». 

En effet, nous obtiendrons cette proportion enmultipliapt.la 
première (leux fois par eiUe-mêjne^ et nous xeuipus de |>rouver 
que les produits seraient en proportion. 
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262. Les racines carrées, cvMquts^ et en général les racines 
semblables de quatre quantUis. en proportion sont aussi en propor- 
tion, 

^ Soit, en effet, la proportion 

16: 12::8:6; 

Je dis qu'on aura, par exemple, ^ 

v^:v^Ï2"::;/8..76. 

En effet, on tire la proportion énoncée (249) 

16X6=12X8. 

Mais nous avons vu que la racine cubique d'un produit s'obtient 
en extrayant séparément les racines cubiques de chacun de ses 
facteurs (225) et en multipliant ces racines entre elles ; nous 
aurons donc, d'après cela, 

V^Ï6x'6=v^Î2Xv^8, 

ce qui prouve que, dans la proportion à démontrer, le produit 
des extrêmes est égal au produit des moyens, et que par con- 
séquent cette proportion est vraie (252). 

Si Von divise deux proportions terme à terme^ les quotients 
formeront une proportion. 

C'est-à-dire que des deux proportions 

5: 15:: 4: 12, 

2: 8:: 6: 24, 

on tirera t:¥--l-iî- 

En effet, le produit des extrêmes de la proportion à démon- 
trer est une fraction $^ qui a pour numérateur le produit des 
extrêmes de la première des proportions proposées, et pour 
dénominateur le produit des extrêmes de la seconde. Le produit 
des moyens de cette même proportion est une fraction ^^ qui a 
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pour numérateur le produit des moyens de la première, et 
pour dénominateur le produit des moyens de la seconde; 
mais dans chacune des proportions énoncées le produit des 
extrêmes est égal à celui des moyens : donc les deux fractions 
liii ^i H^f qui expriment le produit des extrêmes et le produit 
des moyens de la proportion à démontrer, ou des numérateurs 
égaux et des dénominateurs aussi égaux ; donc elles sont égales, 
donc cette proportion est vraie. 

864. Quoique les principes que nous venons d'établir l'aient 
été en considérant des quantités commensurabUs, ils n'en sont 
pas moins applicables à des quantités incommensurables. Il 
suffit, pour s*en convaincre, de bien définir ce qu'on entend 
par le rapport de deux grandeurs irrationnelles. Or, puisqu*on 
peut toujours assigner une quantité commensurable qui diffère 
d'aussi peu que l'on veut d'une quantité incommensurable 
donnée, on regarde le rapport des devœ quantités incommensu' 
râbles comme la limite (236) vers laquelle tendent les rapports 
successifs que l'on obtient en remplaçant ces qv^antités incom" 
mensurables par des valeurs commensurables qui en approchent de 
plus en plus. Donc les propriétés dont jouissent les rapports de 
quantités commensurables conviennent également aux rap- 
ports de quantités incommensurables ; car les limites vers les- 
quelles tendent deux.grandeurs, qui sont constamment égales 
dans tous les étals de grandeur par lesquels elles passent, sont 
aussi égales (257). 

265. Nous avons dit qu'on appelait rapport par quotient 
le résultat de la comparaison de deux quantités, faite dans le 
but.de savoir combien de fois l'une contient l'autre. Si la pre- 
mière quantité contient la seconde un nombre exact de fois, le 
rapport de ces deux quantités est évidemment ce nombre lui- 
même, c'est-à-dire le quotient de leur division ; ainsi 18 con- 
tient 3 fois 6 ; là rapport de 18 à 6 est 3=-^. Si la première 
quantité ne contient pas exactement la seconde, on les com- 
pare toutes les deux à une troisième quantité prise pour com- 
mune mesure ; soient, par exemple» les deux quantités 18 et 7 ; 
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l'unité esteonlenue 18 fois dans la preiaière» et 7 foià dans ta 
seconde : donc la première quantité vaut 18 fois la septième 
partie ou les 4^ de la seconde; c'est-à-dire que leur rapport 
est une fraction dont les deux termes sont les nombres de 
mesores cùmmufies conteiities dans les deux, quantités que Ton 
a comparées^ Or une fraction exprime le quotient de son nu- 
mérateur par son déûominateur (04) ; on Toit donc que les 
expressions fraction^ quotient^ rapport j peuvent être considérées 
comme signifiant la même chose, et les mots numérateur^ dé- 
i^ofrtinateùt, comWè synbiiytnês à'aniécédent et de conséquent. 

En considérant les rapports sous ce nouveau point de vue, 
rieil ne sera plus facile que d'arriver aux propriétés démon- 
trées aux n** 240 et suivants. Ainsi, la proposition fondattien- 
lale du n« fi46 se déwontrera immédiatement en réduisant les 
deux rapports considérés aiii môme dénominateur. Le principe 
important du n" 850 se démontre avec la même facilité : soient, 
en effet, les rapports égaux 







a 

s'- 


a' <f . 
= p=j7/ietc.; 


on a 


évidemment : 




fta=5-. b; 




à'= 


a' 


..■=î.y. 




a"=- 


a" 


*.=|.».. 



d'où l'on tire, en ajoutant ces égalités membre à membre .* 
et par stitfe 



a+a' + a'=^.(b + b'+b'% 



b^fbHfF-'b* 

C^est d'ailleurs le même principe que nous avions déjà dé- 
montré au n*" ICttS* 



CHAPITBE XIIL 

PROGRESSIONS, 



S I. PROGRESSIONS PAR DIFFÉRENOB. 

266. On appelle progression par DuriRCNCi ou ARmniA* 
TIQUE um suite (fe nombres tels que chacvn (feuanu/rpasse celui 
qui le préçèdef ou en est surpassé^ d'une quanHti efmstemte qu^an 
appelle raison de la progression. 

Ainsi chaque ferme est moyen différentiel entre celui qui le 
précède et celui qui le suit (242). 

■f 2.5.8. 11. 14.1 7.20,etC., 
f30.S7.24.2I.18.15.19.etC.,, 
sont deux progressions par différence» Tune caroissante» rautrt 
décroissante» qui toutes deux ont 3 pour raison. 

La première s'énonce : testas comme 5e5{ à 8, ùonhne 8 est 
à II, cornm^ Il est à 14, comme^ «te. La seconde s'énoncerait 
de la même manière. 

267. Il suit de la définition précédente que 

le 2* terme est égal au l** plus ou moins la raison; 

le 3* au 1*' plus ou moins h raison, plus ou 

moins la raison, c'est-à-dire est égal 
au 1*' plus ou moins 2 fois la raison ; 

le 4*. au 1" plus où moins 2 fois la raison, plus ou 

moins la raison, c'est-à-dire est égal 
au 1* plus ou moins 3 fois la raison; 

le 5^ an l*' plus ou moins 3 fois la raison, plus 

ou moins la raison, c'est-à-dire est 
égal au i*' plus ou moins 4 fois la 
raison; 

etc. 

DonC,.en général, un terme quelconqvs Sune progression par 
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différence est égal au premier augmenté ou diminué d^ autant de 
fois la raison qu'il y a de termes avant lui. 

Cette règle donne le moyen de calculer un terme quelconque 
d'une progression, sans qu'on soit obligé de former tous teux 
qui le précèdent. Veut-on, par exemple, calculer le cent cin- 
quantième terme de la progression ^2.5.8.11. etc.; on voit, à 
rinspection de cette progression, que la raison est 3 et le pre- 
mier terme 2 : ainsi, pour calculer le cent cinquantième terme, 
lequel en a par conséquent 149 avant lui, il faut multiplier 3 
par 149, ce qui donne 447 ; et, en ajoutant 2 à ce produit, on 
trouve 449 pour valeur du cent cinquantième terme. 

268. Insérer des moyens différentiels entre deux nombres don- 
nés, c'est trouver des nombres qui forment une progression par dif- 
férence dont les deux nombres donnés soient les deux extrêmes. 

Proposons-nous d'insérer entre deux nombres donnés un 
certain nombre de moyens différentiels. Il est clair que, si Ton 
connaissait la raison de la progression dont ces moyens doivent 
faire partie, il suffirait de l'ajouter au plus petit des deux nom- 
bres donnés pour avoir le premier moyen, de l'ajouter au pre- 
mier moyen pour obtenir le second, et ainsi de suite. Cher- 
chons donc à déterminer cette raison. 

Or, il suit du numéro précédent que le plus grand des deilx 
nombres donnés est égal au plus petit augmenté d'autant de 
fois la raison qu'il y a de moyens à insérer plus un : car c'est 
précisément là le nombre des termes qui précèdentle plus grand 
des deux nombres. Donc, si du plus grand nombre on retranche 
le plus petit, le reste sera égal à la raison multipliée par le 
nombre des moyens à insérer plus un; donc, powr obtenir la 
raison de laprogression demandée^ ilsuffitde diviser ladifférence des 
deux nombres donnés par le nombre des moyens à insérer plus un. 

Exemple. Insérer six moyens différentiels entre 2 et 23. Pour 
cela, je retranche 2 de 23, ce qui donne 21 pour reste; je dir 
vise ce reste par le nombre des moyensà insérer plus un, c'est- 
à-dire par 7 ; le quotient 3 exprime la raison de la progression 
cherchée, qui est ainsi -f 2.5.8.11. 14.17.20.23. 
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869, Si entre tous les termes cCune progression par différence 
on insère le même nombre de moyens différentiels ^ toutes les pro^ 
gressions partielles ainsi formées composeront une seule et même 
progression. 

En effet, le nombre des moyens inséré entre les différents 
termes de la progression étant le même, ainsi que la différence 
de deux termes consécutifs quelconques de cette progression, 
la raison sera la même dans toutes les progressions par- 
tielles (268) ; et comme d'ailleurs le dernier terme de la pre- 
mière est le premier de la seconde, que le dernier de la se- 
conde est le premier de la troisième, et ainsi de suite, il est 
évident que toutes les progressions partielles formeront une 
seule et même progression. 

270. Dans toute progression par différence^ la somme de deux 
terTnes équidistants des extrêmes est égale à celle des extrêmes. 

Considérons, en effet, deux termes moyens, également dis- 
tants des deux extrêmes, et supposons, pour fixer les idées, que 
la progression soit croissante; le premier de ces deux moyens 
sera égal au premier terme de la progression, augmenté d'au- 
tant de fois la raison qu'il y a de termes intermédiaires plus 
un (267) : par conséquent, la différence qui existe entre le 
premier terme de la progression et le premier moyen sera 
égale à autant de fois la raison qu'il y a de termes intermé- 
diaires plus un. De même, la différence du second moyen au 
dernier terme de la progression sera égale à autant de fois la 
raison qu'il y a de termes intermédiaires plus un : donc, puisque 
les deux moyens sont équidistants des extrêmes, ces deux dif- 
férences sont égales ; donc ces quatre termes forment une équi- 
différence, et par conséquent la somme des deux moyens est 
égale à celle des deux extrêmes (244) ; ce qu'il fallait démontrer. 

271. Proposons- nous actuellement de calculer la somme des 
termes d'une progression par différence^ et considérons, par 
exemple, la progression 

■5-2.5.8.11.14.17.20.23.26. 
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Supposons qu'on écrive la progression sous ellennânie, en 
renversant l'ordre de ses termes, ce qui donnera 

>2 . 5.S.11.14.17.â0.23.26 
-^26.23.20.17. 14.11. 8.5 . 2. 

Il résultera de cette disposition que les termes qui se corres- 
pondront dans les deux progressions étaient équidistants des 
extrêmes dans la première; que, par conçéquent, si l'on Addi- 
tionné ces deux progressions terme à terme, leur somme se 
composera d'autant de fois la somme des extrêmes (270) qu'il 
y a de termes datis la progression primitive. Mais cette somme 
est évidemment le double de la somme cherchée : donc, pour 
avoir celle-ci, il faut diviser la somme trouvée par 2. Donc, 
la somme des termes d'une progression par différence est égale à 
la moitié du produit qu'on obtient en multipliant la somme des 
deux extrêmes par le nombre des termeSé 

Exemple, Calculer la somme des n premiers termes de la 
progression formée par les nombres impairs 1, 3^ 5, 7, etc. 

Il faut d'abord calculer le «**"* terme : en observant que là 
raison est 2^ on trouvera pour sa valeur l 4- 2 (w^- 1) == 2n — l 
(1267); donc la somme des deux extrêmesest2n ; parconséquent, 

la somme demandée est -~- =n', c'est-à-dire est égale au carré 

du nombre des termes additionnés. 

Ce résultat fournit le moyen de trouver deux carrés dont la 
sùmms soit elle-même un carré. Il suffit, en effet, pour cela, de 
prendre dans la progression 41.3.5.7.9. etc., un terme qui 
soit un carré parfait» et le carré du nombre des termes qui le 
précèdent; car leur somme sera égalé au carré du nombre 
qui exprime le rang du terme carré que l'on a choisi. Ainsi, 
prenons 49, qui est le 25* terme; ajoutons^y le carré de 24, et 
nous aurons le carré de 25*. 



— j — j +a*=l — o") '* 
présentant un nombre impair quelôonqiit» 
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8 n. PROGRESSIONS PAR QUOTIENT* 

272. On appelle progression par quotient ou géométrique 
une suite de nombres tels que chacun d'eux est égal à celui qui le 
précède multiplié par une quantité constante qu'on appelle raison 
de la progression. 

Ainsi,- chaque terme est moyen proportionnel entre celui 
qui le précède et celui qui le suit (242). 

La progression est croissante ou décroissante, suivant que la 
raison est plus grande ouplus petite que l'unité (23). 

«6:18:54: 162:486: 1458: etc., 

Ti 27 •Vi.o.i.^:'». eic»y 

sont des progressions par quotient : Tune croissante^ dont la 
raison est 3, l'autre décroissante, dont la raison est J. Ces pro- 
gressions s'énoncent d'ailleurs comme les progressions par 
différence (266). 

275. Il suit de cette définition que 

lé 2* terme est égal au l*' multiplié par la raison; 

le 3' au !• multiplié par la raison et encofe paf 

la raison, c'est-à-dire est égal au !•' 
multiplié parla i^econde puissance 
de la raison ; 

le 4* au 1* multiplié par la seconde puissance 

de la raison, et encore par là raison, 
c'est-à-dire est égal au 1*» tnulliplié 
par la troisième puissance de la 
raison; 

le 5* dti !•* multiplié par la troisième puissance 

de la raison, et encore par la raison, 
tfest-à-dire est égal au 1* multiplié 
par la quatrième puissaueè de la 
raison; 

etc. 
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Donc, en général, un terme quelconque cFv/ne progression par 
quotient est égal au premier multiplié par la raison élevée à une 
puissance marquée par le nombre des termes qui le précèdent. 

Exemple. Calculer le onzième terme de la progression 

fi6: 18:54: 162: etc., 

dont la raison est 3. 

On élèvera la raison 3 à la dixième puissance, ce qui don- 
nera 59049 : on multipliera ce nombre par le premier terme 
6, et Ton trouvera que le terme demandé est 354294. 

274. Insérer des moyens proportionnels entre deux nombres 
donnés^ c'est trouver des nombres qui forment une progression 
par quotient dont les deux nombres donnés soient les deux ex- 
trêmes. 

Proposons-nous d*insérer entre deux nombres donnés un 
certain nombre de moyens proportionnels. 

Si Ton connaissait la raison de la progression dont ces 
moyens doivent faire partie, il suffirait de multiplier le plus 
petit nombre par cette raison pour avoir le premier moyen ; 
de multiplier ce premier moyen par la raison pour obtenir le 
second, et ainsi de suite. Cherchons donc cette raison. 

[l suit du numéro précédent que le plus grand des deux 
nombres donnés est égal au plus petit multiplié par la rai- 
son élevée à une puissance marquée par le nombre des 
moyens à'insérer plus un, car c'est précisément là le nombre 
des termes qui précèdent le plus grand des deux nombres : 
donc, si Ton divise le plus grand nombre par le plus petit, le 
quotient qu'on obtiendra sera égal à la raison élevée à une 
puissance marquée par le nombre dés moyens à insérer plus 
un ; donc, pour obtenir la raison de la progression demandée^ il 
faut diviser le plus grand nombre par le plus petit, et extraire du 
quotient une racine d'un degré égal au rumibre des moyens à insé- 
rer plus un. 

Exemple. Insérer deux moyens proportionnels entre 2 et 54. 
On divisera 54 par 2, ce qui donnera pour quotient 27; on ex- 
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traira la racine troisième (ou cubique) de ce quotient, et on 
trouvera 3 pour la raison de la progression, qui sera ainsi 

Af 2 : 6 : 18 : 54. 

Les deux moyens sont donc 6 et 18. 

Puisque nous ne savons extraire que des racines dont l'in- 
dice n'a pas d'autres facteurs premiers que 2 et 3 (255), il 
semble que le problème de l'insertion des moyens proportion- 
nels n'est possible que dans certains cas particuliers; mais 
nous donnerons bientôt la méthode à suivre pour extraire 
d'une quantité donnée une radne d'un degré quelconque (284). 

278. Si entre tous les termes d^une progression par quotient 
on insère k mime nombre de mqyens proportionnels y toutes Us 
progressions partielles ainsi formées composeront une seiUeet même 
progression. 

La démonstration est la même que celle du n^" 269. 

276. Proposons-nous maintenant de calculer la somme des 
termes cTtme pi^ogression par quotient. 

Nous supposerons d'abord que la progression soit croissante, 
et qu'elle soit, par exemple, 

^6: 18:54:162:486. 

Si l'on multiplie chaque terme de la progression proposée par 
la raison, ce qui donuera 

^18:54: 162:486:486X3, 

on reproduira tous les termes de cette progression, excepté le 
premier; mais on aura, de plus, le produit du dernier ternie 
par la raison. Par conséquent, la différence entre la somme 
des termes de cette seconde progression et celle des termes de 
la première sera égale à l'excès (486X3 — 6) du produit du 
dernier terme de la progression donnée par la raison sur son 
premier terme. Or, du produit de la somme des termes de la 
progression multipliée par la raison nous venons de retrancher 
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cette somme de termes : le reste sera doac^DCOFç ^1 aa pro*- 
duit de cette somme multipliée par Ye%cè»(Z-^t) de la raisoa 
sur Tunité *; donc, en divisant ce reste par cet excès, ce qui 
donnera ^^gjf^ , nous aurons la somme des termes de la pro- 
gression donnée. 

Donc, pour calculer la somme des termes (tune progression 
croissanie par quotient^ il faut multiplier son dernier Jtermc par 
la raison f retrancher du produit le premier terme de la progrès- 
sion, et diviser le reste par Vexces de la raison sur Vuniié. 

Exemple. Calculer la somme des onze premiers termes de la 
}. rogression ii 6 : 18 : 54 : 162 : 6tc. Nous avons vu (275) ^ue 
le onzième terme était 354294, dont le produit par la raison 
est 1062882 : donc ^expression de la somme demandée sera 
âM^ipsi =XSUiMUï = 531438. 

277. Supposons maintenant que la progression soit décrois- 
sante, c'est-à-dire que la raison soit plus petite que l'unité, et 
prenons pour exemple la progression 

vv25:i5:9:^:fi:i4f. 

Si nous multiplions chaque terme par la raison |, ce qui don- 
nera 

nous reproduirons tous les termes de la progression, excepté le 
premier; mais nous aurons de plus le produit du dernier terme 
par la raison. Donc, en retranchant la somme des termes de 
cette seconde' progression de celle des termes de la première, 
on aura pour reste Texcès (25--f||x|) du premier terme de 
la progression donnée sur le produit de son dernier terme par 
la raison. Mais de la somme des termes delà progression nous 
venons de retrancher le produit de celle somme multipliée par 

* Si la raison est un nombre entier, la chose est évidente; supposons 
qu'elle soit fractionnaire, ^ par exemple; en multipliant la somme «les 
termes par ^, nous en avond pris les -^ : ainsi, des -^ de la somme de 
termes, nous avons retranché cette somme, donc U nous en est resté les ^, 
c'est-à-dire le produit de cette somme par ^ , ou par Texcôs de ^ sur 
l'unité. 
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la raison : donc le reste sera égal au produit de cette somme 
multipliée par l'excès (1 — |} de Tunitésur la raison*; donc, 

en divisant ce reste par cet excès, ce qui donnera — "j^*^ * , 

1— I 

nous aurons la somme des termes de la progression donnée. 

Donc, pour calculer la somme des termss d'une progression 

décroissante par qtu>tierUy il faut du premier terme retrancher le 

produit du dernier multiplié par la raison^ et dùnser le rMe par 

l'excès de Funité sur la raison. 

* 278. D'après cela, si nous représentons le premier terme 
d'une progression décroissanle par a, le dernier par l, la rai- 
son par r, la somme des termes par s^ nous aurons pour ex- 
pression de la somme des termes de cette progression : 



Or, puisque la progression est décroissante, il est évident que 
le dernier terme sera d'autant plus petit qu'il sera plus éloigné 
du premier, c'est-à-dire que le nombre des termes sera plus 
considérable; et nous démontrerons plus loin qu'il tend vers 
zéro quand te nombre de ces termes augmente indéfiniment 
(53S); donc, en prenant un nombre de termes suffisamment 
grand, la valeur de l et, à plus forte raison, celle du produit t.r 
(r^st une fraction) sera assez petite pour que la quantité a— J.r 
diffère de a d'aussi peu qu'on voudra; de sorte que la quantité 

^LZjI différera elle-même d'aussi peu qu'on voudra de la 
1— r 

quantité -^ » Cette dernière quantité est donc une limite dont 
la somme des termes approche d'autant plus qu'on la compose 



* En effet, en multipliant la somme des termes par |, nous en avons pris 
les J : donc^ en retranchant ces | de la somme des termes, il nous en est resté 
les |, c'est-à-dire le prodiiit de cette somme par 1^ ou par l'excès de Punité 
sur la raison ^, 
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d'un plus grand nombre de termes (256), mais qu*elle ne peut 
atteindre qu'autant que la progression se prolonge à Tinfini : 
c'est alors seulement que son dernier terme i est nul, et que 
par conséquent le produit Lr devient aussi nul. Donc la 
limite de la somme des termes d'une progression décrois- 

d 
santé à Tinfini est ; donc, pour calculer la somme des ter- 
mes d'une progression par quotient décroissante à l'infini^ il 
faut diviser son premier term^ par Vexcès de l'wnité sur la 
raison. r 

* 279. Considérons la fraction décimale périodique 

0,25252525...; 

elle est la somme des fractions partielles 
. 0,25 

0,0025 

0,000025 

etc. 

Or on voit que chacune de ces fractions est cent fois plus pe- 
tite que la précédente (134); de sorte que la fraction décimale 
périodique proposée n'est autre chose que la somme des ter- 
mes d'une progression par quotient décroissante à l'infini, 
dont le premier terme est 0,25, et dont la raison est 0,01. 
. Ainsi, pour calculer la valeur de cette fraction périodique, il 
faudra, conformément à ce que nous venons de voir, diviser 
son. premier terme 0,25 par l'excès de 1 sur 0,01, c'est-à-dire 
par 0,99 : la valeur de cette fraction sera donc giH, ou, en 
multipliant ses deux termes par 100, ff ; ce qui s'accorde avec 
I.i règle du n» IB9. 



CHAPITRE XIV. 

LOGARITHMES. 



S I. PROPRIÉTÉS DES LOGARITHMES. 

280. On appelle logarithmes une suite de nombres en pro- 
gression par différence commençant par zéro, qui correspondent 
terme pour terme à une pareille suite de nombres en progression 
par quotient commençant par F unité. 

Le logarithme d!un nombre est donc le terme de la progression 
par différence qui correspond au nombre que l'on comidère datas 
la progression par quotient. 

Ainsi, soient les deux progressions 

^ I : 2 : 4 : 8 : 16 : 32 : 64 etc., 
^ . 3 . 6 . 9 . 12 . 15 : 18 etc.; 

les nombres 0, 6, 15^ 18 sont les logarilhines des nombres 
respectifs 1, 4, 32, 64. 

Il semble résulter de celte définition que les nombres moin-^ 
dres que Tunilé n'ont pas de logarithmes, si la progression 
géométrique est croissante, comme dans Texemple ci-dessus, 
et que ce seraient au contrai]:e les nombres > l qui n^uraient 
pas de logarithmes, si elle était décroissante. Alors, pour com- 
prendre à la fois les nombres plus petits et plus grands que 
Tunité dans la progression par quotient, on n'aura qu'à la 
prolonger vers la gauche, en divisant l'unité par la raison, puis 
divisant le terme ainsi obtenu par la raison, et ainsi de suite. 

Pour obtenir les logarithmes de ces nombres, on prolon- 
gera de même la progression arithmétique vers la gauche, en 
retranchant d'abord la raison du premier terme 2^ro; mais 
comme cette soustraction ne peut s'effectuer, on l'indiquera 
en écrivant le signe — devant cette raison ; on retranchera 

14 
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encore la raison de ce terme, ce qui donnera un second terme 
équivalent à moins la raison fnoim la raison, c'est-à-dire à 
moins deux fois la raison, et ainsi de suite. 

De cette manière^ on aura les deux progressions indéfinies 
dans les deux sens : 

^... — 12.— 9.— 6.— 3 .0.3.6.9. 12 ; 

et les termes de la seconde seront les logarithmes des termes 
correspondants de la première. 

Ml. Il résulte des principes établis aux n"" 267 et 275 que, 
dtons tme progression par quotient commençant par Tunité, 
un terme quelconque est égal à la raison élevée à une puis* 
Sêstcn marquée par le nombre des termes qui le précèdent, 
et «^u'qh lenne quelconque d'uoe progression par différence 
commençant par zéro est égal à la raison répétée autant de 
fois qu'il y a de termes avant lui. 

Donc, autant de fois la raison est facteur dans un terme quel- 
conque de la progression par quotient, autant la raison de la 
progression par difl'érence est contenue de fois dans le terme 
corrÉfspondant de «celte progression : par conséquent, si Ton 
multiplie entre eux plusieurs termes de la progression par 
qoolient, et «qu'en ajoute les termes correspondants de la pro- 
gres^on par diSérence, autant de fois la raison de la pro- 
gression \wx quotient entrera comme facteur dans le produit, 
anitMt de f of s ]a raison delà progression par différence sera 
contenue dans la somme. Donc le produit et la somme feront 
p^nie de ces deux progressions ; car l'un sera une puissance 
de là mism ide ia fM-emière progression, et l'autre un multiple 
èe celle ^e la daixièmet et de plus ils s*y correspondront mu- 
tueltement : donc la somme sera le logarithme du produit. 
Mms les nombres additionnés sont les logarithmes de ceux 
qu^on a multipliés : donc, le logarUhme d'un produit de plmiem^s 
facteurs est égala la somme des iogar^itkmes de ces facteurs*. 
Il I ■ *i ' * .. I ■ ■ .,1 , 1 1. . — ■- ' ■■ ■■- ■ ■ ■ ■■- 

* Oe JfVt^ncipe «uppiiw «venlûMemMU 91M les deuœ progressions giotné- 
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Giette (démoD^ation suppose que les tactews dont il s*agit 
s^nt tous situés datts la piro^ressioii par quoUent d'w même 
côté de TuiUté^. 

Elle s'étend également bien i uu produit de facteurs «îtoés 
d'une manière quelconque dans cette progresdon, e^ regar*- 
dant un terme quelconque de la partie descendante, dans la ff^ 
gression géométrique, comme égal au quoUent 4e l'unité divi- 
sée par une puissance de la raison marquée par le nombre de 
termes qui le précèdent^ à partir de 1, et un terme quelconque 
de la partie à gauche de zéro\ dans la progression arithoiiétîf^ 



trique et writhméHqibe commeficent respectivement par Vunité et par zéro ; 
et comme c'est sur ce théorème et sur les conséquences qm en découlent 
qu'est fondé Tusage des logarithmes, voilà pourquoi nous avons iotrodutt catte 
restriction dans la définition du n" 280. 

En effet, il suit du n** 273 que, si le premier terme de la progression par 
quotient n'est pas l'unité, le produit de deux termes quelcqnques de cette 
progression sera égal au carré du premier terme multiplié par une certaine 
puissance de In raison : donc ce produit ne pourra faire partie de la progres- 
sion qu'autant qu'elle commencera par une puissance de la raison. On verra 
de même que, pour qiie la somme de deux termes de la progression par di(Eâ- 
rence soit un terme de cette progression, il faut qu'elle commence par un 
multiple de la raison. Maintenant je dis que pour que le produit et la somme 
puissent se correspondre, il faut que la raison de la progression arithmétique 
soit contenue, dans son premier terme, autant de fois -que la raison de la 
progression géométrique sera facteur dans le premier terme de cette progres- 
sion : de sorte que ces deux termes pourront être considérés comme deux 
termes correspondants de deux progressions par q^iotient «t p^ cUfféiiQace, 
commençant Tune par l'unité et l'autre par zéro. 

Représentons, en effet, par q et par r les raisons des deux progressions 
géométrique, et arithmétique; supposons que q boit m fois fauteur dans le 
premier terme de la premiéie, et que r soit contenu n fois dans le premier, 
terme de la seconde. Les («-f-l)**~ et (t-f-l)**"' termes de la progression 
par quotient seront q"»+', q*+', et leur produit sera ç"+«-»«+', ou, ce qui re- 
vient au même , q". g"+*+' : donc ce produit aura {m-rs -i-i) termes avant lui. 
Les (s +1 /*'■•' et (i-j-l)'*"* termes.de la progression par différence seront 
nr + sr et nr + tr, et leur somme sera nr-\-nr'\'Sr'\' tr, ou , ce qui revient au 
même, nr-^ [n -f *4- ()• »* ; donc -cette somme a {n-^-s-^-t) termas avant elle; 
donc, pour qu'elle corresponde au produ't, il faut que m + s + t^n+s-^-tj 
c'est-à-dire que m=n; ce quil fallait démontrer. 

* Pour ajouter deux quantités nêgktiwès (on appelle ainsi celles qui sont pré- 
cédées du signe — , tandis qu'on nomme positives celles qui A'ont pas de sii^c 
ou que l'on regarde comme affectées du signe -{•), an fait la somme de ces 
deux quantités sans s'occuper du signe» et on met le sigfne -^ devant ta somme, 
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que, comme égal à moins autant de fois la raison qu'il y a de 
termes avant lui, à partir de zéro. Considérons, en effet, le 
12*" terme à gauche et le 7« à droite de 1 dans la progression par 
quotient : le premier de ces termes sera égal à l'unité divisée 
par la 1 1' puissance de la raison,, et le second sera égal à la 
6' puissance de cette raison ; donc leur produit sera le quotient 
de la 6' puissance de la raison diviséepar la U* (il8), c'est-à- 
dire qu'il sera égal au quotient de l'unité divisée par la 5' 
puissance de cette raison (99, 2^); donc il est le 6* terme, à 
partir de I, dans la partie descendante de la progression géo- 
métrique. On verra'de même que la somme du 12* terme à 
gauciie et du 7* à droite de zéro, dans la progression par diffé*- 
rence, est égale au 6* terme à gauche dans cette progression*, 
et qu'ainsi cette somme et ce produit se correspondent encore 
dans les deux progressions. 

882. II suit de là que le logarithme du quotient de la division 
de deux nombres est égal au logarithme du dividende, moins le lo- 
garithme du diviseur. 

En efl'et, le dividende étant le produit du diviseur multiplié 
par le quotient, son logarithme est la somme des logarilhmcs 
du diviseur et du quotient : par conséquent, si du logarithme 
du dividende on retranche celui du diviseur, on aura le loga- 
garithme du quotient. 

283. Le logarithme d'une puissance quelconque d'un nombre est 
égal au logarithme de ce nombre, multiplié par l'exposant de la ' 
puissance. 

En effet, une puissance d'un nombre est le produit d'autant 
de facteurs égaux à ce nombre qu'il y a d'unités daiis l'expo- 
sant de cette puissance : par conséquent, le logarithme d'une 



* Pour ajouter une quantité positive avec une quantité négative ^ on retran- 
che la plus petite de la plus grande, sans faire attention aux signes, puis on 
donne au reste U signe de la plus grande. 
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puissance d'un nombre est égal au logarithme de ce nombre 
répété autant de fois qu'il y a d'unités dans l'exposant de cette ' 
puissance (SBi). 

284. Le logarithme (Tune racine (fun nombre est égal au loga* 
rithme de ce nombre divisé par l'indice de cette racine. 

En effet, le nombre dont on demande la racine peut être 
considéré comme une puissance de sa racine d'un degré mar 
que par l'indice de cette racine : donc, d'après ce que nous ve- 
nous de voir, le logarithme du nombre dont on demande la 
racine est égal au logarithme de sa racine multiplié parVindice 
de cette racine ; par conséquent, on obtiendra le logarithme 
de la racine d'un nombre en divisant le logarithme de ce 
nombre par l'indice de cette racine, 

28^. Il suit des quatre principes que nous venons d'établir 
que, si parmi les termes de la progression par quotient se 
trouvaient tous les nombres entiers possibles (je dis entiers, car 
le logarithme d'une quantité fractionnaire est égal (282) à la 
différence des logarithmes de deux nombres entiers), on pour- 
rait au moyen de ces principes changer les multiplications, 
divisions, élévations aux puissances et extractions de racines, 
respectivement en additions, soustractions, multiplications et 
divisions, ce qui simpliGerait considérablement les calculs. 

Maislesnombres 1, 2, 3, 4, etc., forment une progression 
par différence : comment donc les faire entrer dans une pro- 
gression par quotient ? tel est l'objet de la construction des 
tables de logarithme. 



S II. CONSTRUCTION D'UNE TABLE DE LOGARITHMES. 

286. Une table de logarithmes est un tableau à deux colonnef 
verticales : dans la première se trouve la suite naturelle des nom^^ 
bres 1, 2, 3, 4, etc. ^jusqu'à une certaine limite, et à côté, dans la 
seconde, leurs logarithmes, c'est-à-dire les termes correspondants 
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cTtfMf Jyï'égr'e^siori par différence cammençant par zéro. 
Voyons coftïttïent ou à dû s'y prendre pour construire une pa^ 
reille table. 

Parmi le nombre infini de progressions par quotient com- 
mençant par riïoîté et de progressions par différence com- 
mençant par zéro, on a choisi les deux suivantes : 

^ 1 : 10 : 100 : looo : etc., 
•fO. 1 « â. 3, etc. 

Cela posé, tà etitre tous les termes dfe la première progres- 
sion on insère le même nombre de moyens proportionnels, et 
qu'entre tous les termes de la progression par différence on in- 
sère autant de moyens difTérentiels, on formera deux nouvelles 
progressions (269 et 1^70), dont les termes jouiront des pro- 
priétés énoncées précédemment. Or, si le nombre des moyens 
insérés est très-considérable, on s'élèvera de 1 àlO, de 10 à 100, 
de 100 à 1000, etc., par degrés très^resserrés, et d'autant plus 
resserrés que le nombre de ces moyens sera plus grand. On con- 
çoit même que si ce nombre était infini, les termes de la nou- 
velle progression géométrique présenteraient toutes les nuan- 
ces de la grandeur, ït partir de Tunité (335) : de sorte que tous 
les nombres plus grands que Tunité seraient compris dans 
eette progression ; et comme on en peut dire autant des* nom- 
bres moindres que 1 en considérant la progression H-^l 
rh • îofeô* ^^^*» ^'^ conclut que tout nombre a un logarithme*. 



* II suit de là qu'un nombre a une infinité de logarithmeSj car on peut faire 
correspondre à la progression géométrique qui renferme tous les nombres une 
infinité de progressions arithmétiques commençant par zéro. Toutefois, le sys- 
tème que Ton considère est déterminé à l'instant où Ton fixe le logarithme 
d*uii nombre dbnné ; car on peut le regarder comme formé en partant de 
deux progressions par quotient et par différence qui auraient respectivement 
pour raison le nombre donné et son logarithme. 

On est convenu éPappeler base d'un système de logarithmes le nombre qui 
û V unité pour logarithme; de sorte que ce système est défini par m base. La 
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Cela posé, si les nombres 

2,3, 4, 5 9. 

11» 12, 13, 14 9», 

101, 102, 103, 104 999, 

etc., 

ne se trouvent pas parmi les moyens proportionnels qu'on aura 
insérés, du moins il y aura parmi ces moyens des nombres qui 
en difréreront très-peu; de sorte qa*en prenant pour loga- 
rithmes des nombres 2, 3, 4, etc.,. ceux des moyens qui en 
approcheront le plus, Terreur que Ton commettra sera moindre 
que la raison de la progression par différence ; et comme cette 
raison est d'autant plus petite que le nombre des moyens diffé- 
rentiels qu'on aura insérés sera plus grand (268), on voit qu'on 
pourra toujours déterminer de cette manière les logarithmes 
des nombres 2, 3, 4, etc., avec tel degré d'approximation qu'on 
voudra. Cela fait, on écrira dans une colonne verticale suc- 
cessivement tous les nombres entiers 1, 2, 3, 4, 5« 6, etc„ jus- 
qu'à la limite convenue ; puis, dans une autre colonne verticale, 
et à côté, les logarithmes correspondants qu'on aura trouvés, 
et la table de logarithmes sera construite. 

Voyons maintenant comment on pourra effectuer l'insertion 
des moyens proportionnels et différentiels. 

L'insertion des moyenrdifférentiels n'offre aucune difficulté ; 
car, pour trouver la raison dç la progression qu'ils doivent for<- 
mer, il suffit de diviser la raison de la progression donnée par 
le nombre de ces moyens plus un (868). Mais il n'en est pas 
ainsi du calcul des moyens proportionnels ; nous avons vu, en 
effet, que pour trouver la raison de la progression dont ils fe- 
ront partie^ il faut extraire de la raison de la progression donnée 



hase du système que nous considérons ici est 10. Le système de logarithmes 
dont la base est 7 serait donné par les deux progressions ; 

-«•1:7:49:343, etc., 

4* . 1 . S . 3, etc. 
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une racine d'un degré marqué par le nombre des moyens à in- 
sérer plus un (274), et nous ne savons extraire que des raci- 
nes dont rindice n'a pas d'autres facteurs premiers que 2 et 3, 
Gomme cet indice est arbitraire, nous éluderons la difficulté 
en insérant un nombre de moyens qui soit une puissance par- 
faite de deuXf diminuée d'une unité ; de sorte que nous n'au- 
rons ainsi que des racines carrées à extraire (214). Seulement 
il faudra avoir soin d'extraire la première racine avec un très- 
haut degré d'approximation; puisque la jacine carrée d'un 
nombre décimal contient deux fois moins de décimales que ce 
nombre. 

Supposons, par exemple, qu*il s'agisse de calculer une table 
de logarilhmes, de manière que chacun d'eux soit exact à 
moins* d'un millième. 

Il suit de la règle du n"" 268 que, la raison de la progression 
par différence étant l'unité, le nombre des moyens à insérer, 
plus un, devra, être mille ou plus grand que mille ; car alors la 
raison de la progression que formeront les moyens différentiels 
sera un millième ou plus petite qu'un millième. On élèvera 
donc 2 à toutes les puissances successiveaà partir de la seconde, 
jusqu'à ce qu'on soit arrivé à un nombre au moins égal à 1000. 
On trouvera ainsi que la neuvième puissance de 2 est 512, et 
que la dixième est 1024 : par conséquent, 1024 sera le degré de 
la racine qu'il faudra extraire de la raison de la progression par 
quotient; et conséquemment 1024 — 1, c'est-à-dire 1023, sera 
le nombre des moyens à insérer. En insérant donc 1023 moyens 
proportionnels entre tous les termes de la progression par quo- 
tient, et pareil nombre entre tous les termes de la progression 
par différence; écrivant ensuite, dans une colonne verticale, la 
suite naturelle des nombres 1,2, 3,4, etc., et dans une seconde 
colonne verticale, et à côté, les logarithmes de ceux des moyens 
proportionnels qui approchent le plus de ces nombres respec- 
tifs, en s'arrêtant toutefois dans chacun au chiffre des millièmes, 
on aura construit la table de logarithmes demandée. 

287. Si l'on voulait calculer seulement le logarithme d'un 
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nombre déterminé, on pourrait y parvenir bien plus simple* 
ment de la manière suivante : 

Supposons, pour fixer les idées, que Ton demande le loga- 
rithme de 7 à moins d'un centième. Ce nombre étant compris 
entre 1 et 10, son logarithme se trouvera entre et 1 (286), 
de sorte qu'en prenant zéro pour sa valeur, on commettra une 
erreur moindre qu'une unité. Pour enapprocher davantage; 
on cherchera une moyenne proportionnelle entre 1 et 10, et 
une moyenne différentielle entre et 1 (2^1 et 246). La pre- 
mière est 3,162, et la seconde est 0,5; d'où il suit que, comme 
7 tombe entre 3,162 et 10, son logarithme est compris entre 
0,5 et 1, de sorte que 0,5 est sa valeur à moins de 0,5 près. On 
prendra ensuite une moyenne géométrique 5,623 entre 3,1Ç2 
et 10, et une moyenne arithmétique 6,75 entre 0,5 et 1. Gomme 
7 est compris entre 5,623 et 10. son logarithme tombera entre 
0,75 et 1, et 0,75 sera ainsi sa valeur à moins de 0,25. On con- 
tinuera ainsi jusqu'à ce que l'on ait trouvé deux moyens pro- 
portionnels, l'un plus grand, l'autre plus petit que 7, et tels 
que les deux moyens différentiels correspondants diffèrent de. 
moins de 0,01. Alors, en rejetant les décimales d'un ordre in- 
férieur aux oentièmes, on aura résolu la question : 

7,499 moyenne proportionnelle entre 5,623 et 10. 

.0,875 différentielle 0,75... 1. 

. 6,494 proportionnelle 5,623.. 7,499. 

0,812 :.. différentielle 0,75... 0,875. 

' 6,978 proportionnelle 6,494.. 7,499. 

0,843 différentielle 0,812.. 0,875. 

7,234.... proportionnelle 6,978.. 7,499 

0,859 différentielle 0,843., 0,875. 

7,105 proportionnelle 6,978.. 7,234. 

0,851 différentielle 0,843.. 0,859. 

On voit parla que? tombe entre les deux moyens géométriques 
6,978 et 7,105, etqu'ainsi son logarithme est compris entre les 
deux moyens arithmétiques correspondants 0,843 et 0,851; et 
comme ces deux derniers moyens diffèrent de moins d'uncen- 
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ttème^en prenant l'uir d'eux pour le logarithme de iy oi> ré- 
soudra lef problème. 

Remarquons que pour être sûr du chiffre des centièmes, on 
ne deora s* arrêter que gtuind on aura obtenu deux moyens arith- 
métiques dont les deux premières décimales seront les mêmes. 
Ainsi, dans notre exemple, il faudrait prendre encore une 
•moyeime proportionnelle entre 6,978 et 7,105, laquelle est 
7,041, et une moyenne différentielle entre 0,843 et 0,851, la- 
quelle est 0,847; donc les deux premières décimales du loga- 
rithme dé 7 forment 0,84. 

Si l'on calcule Je cette manière les logarithmes de tous les 
nombres premiers moindres que 10 000, il sera facile ensuite, 
d'obtenir les logarithmes de tous les autres nombres entiers 
inférieurs à cette limite : car il suffira pour cela d'additionner 
les logarithmes des facteurs premiers de ces nombres (SBi), 
et alors la table de logarithmes sera construite. 

Mais si les lop^arithmes des nombres premiers n'étaient cal- 
cîulés qu'à moins d'un centième, ceux des nombres composés 
pourraient être erronés de plus. d'un centième : avec quelle 
approximation faudrait^l donc dèterrrwner les logarithmes des 
nombres premiers? J'observe que la puissance de 2, qui est im- 
médiatement supérieure à 10 000, est la quatorzième, de sorte 
qu'un nombre moindre que 10 000 renferme au plus 13 fac- 
teurs; donc, pour que son logarithme ne soit pas erroné'd'un 
centième, il suffira que ceux (le ses facleuj's premiers ne le ' 
soient pas de ^^ de centième, c'est-à-dire d un demi-railiièq[ie. 

8 m. USAGE DES TABLE3 DE LOGARITHMES. 

8G84 II résulte du choix des deux progressions 

*T 1 : 10 : 100 r 1000 : etc., 

•s- . 1 . 8 , 3 , etc., 

que, parmi les nombres entiers^ les nombres 1, 10, 100, 
1000, etc., c'est-à-dire les seules puissances ete 10, ont pour 
logarithme des nombres entiers^ et que ces logarithmes se corn-- 
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ffosmt (fautant (PmiUés gu^il y a de giro» dam kê nombres auœ^ 
quels ils appartiennerU. 

Si, de plas, on obserTe que tout nombre e$t compris entre 
l'unité suirie d'autant de zéros qu'il a de chiffres moins un et 
Funité suif ie d'autant de zéros qu'il a de chiffres, on verra que 
son logarithme tombe entre deux nombres entiers consécutifs, 
dont le plus petit indique combien le nombre proposé .contient 
de chiffres moins un. Ainsi la caractiéiiistiqds, e*est'à*dire la 
partie entière du logarithme d^un nombre entier quelconque^ 
renferme autant S unités qu'U y a de chiffres moins ^n dans re 
nombre. Nous pourrons, d'après cela, déterminer, k l'inspection 
d'un nombre, .quelle sera la caractéristique de son logarithme; 
et réciproquement, k l'inspection du logarithme d'un nombre, 
dire de combien de chiffres entiers ce nombre est composé. 
C'est pour cela que la partie entière du logarithme d'un nom- 
bre a é(é appelée caractéristiquej et que dans les tables de iQgor 
rithmes on peuP se dispenser d'écrire la caractéristique. 

S89. Un principe fondamental dans l'usage des tables de 
logarithmes» c'est que, qitand deux nombres plus grands que 
Funité sont composés des mêmes chiffres écrits dans le même 
ordre j et qu'ils ne diffèrent ainsi que par la position de la 'i^r- 
gulCy leurs logarithmes ont la même partie décimale et ne diffèrent 
que par la caractéristique. 

Eu effet, supposons, pour fixer les idées, que le plus grand 
des deux nombres renferme trois chiffres entiers de plus que 
l'autre; ce plus grand nombre sera égal au plus petit multiplié 
par 1000 : par conséquent, son logarithme est égal h celui de 
ce plus petit augmenté de celui de 1000, c'est-à-dire de 3 uni- 
tés« Donc la partie décimale des logarithmes des deux nombres 
proposés est la même, et la différence de leurs caractéristiques 
contient autant d'unités qu'il y a de chiffres entiers de plus 
dans l'un que dans l'autre. 

200. Il faut savoir résoudre les deux problèmes suivants 
pour pouvoir se servir des tables de logarithmes : i* Un nombre 
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étant donnée trouver son logarithnu; 2* étant donné le logarithme 
d^un nombre^ trouver ce nombre. 

Occupons-nous d'abord de résoudre le premier problème, 
et supposons que nous ayons une table qui, comme celle de 
LalandCy renferme les logarithmes des dix mille premiers 
nombres entiers, chacun à moins d'un demi-cent-milliëme. 
Si le nombre proposé est moindre que 10 000, on le cherchera 
dans la table, et on trouvera la partie décimale de son loga- 
rithme à côté. Ainsi la partie décimale du logarithme de 9485 
est 97704, et comme d'ailleurs la caractéristique est 3, puisque 
ce nombre est composé de quatre chiffres (288), il s'ensuit 
que log 9485 = 3,97704. 

Supposons maintenant que le nombre proposé excède la li- 
mite des tables, c'est-à-dire qu'il soit plus grand que 10 000, 
et prenons, pour fixer les idées, le nombre 721367. Nousvoyons 
d'abord que la caractéristique est 5 : quant à la partie décimale 
du logarithme, elle est la môme que -celle du- logarithme du 
nombre 7213,67, formé en séparant par une virgule les quxitre 
premiers chiffres à gauche du nombre proposé. Tâchons donc 
de déterminer celle-ci. Le nombre 7213 a pour partie décimale 
de son logarithme 85812; de sorte qu'il s'agit de trouver de 
combien cette partie décimale doit augmenter lorsqu'on aug- 
mente le nombre correspondant de 0,67. Or on démontre 
dans l'algèbre que les différences des nombres so7it à moins d'un 
cent-millième près proportionnelles à celles de leurs logarithmes, 
lorsqus les différences des nombres ne surpassent pas Vunité et 
que ces nombres sont plus grands que 1000; mais nous avons 
ici trois nombres : 7213, 7213,67 et 7214, qui se trouvent dans 
le cas dont il s'agit; ainsi nous pourrons leur appliquer le 
principe que nous venons d'énoncer, et poser la proportion 
suivante : 

1 {différence des deux nombres extrêmes) : 0,67 {différence des 
deux premiers nombres) :: 6 cent-millièmes {différence deslogo/^ 
rithmes des deux nombres extrêmes) : x {différence des logarithmes 
des deux premiers). 

La valeur, de x tirée de cette proportion exprimera donc de 
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combien il faut augmenter le Ipgarithme de 7213 pour avoir 
celui de 7213,67. 

On en tire a?=6X0,67=4,02 = 4 cent-millièmes, en négli- 
geant les décimales du produit (on forcerait l'unité s'il y avait 
Ueu). 

Le logarithme de 7213,67 a donc pour partie décimale 85812 
4-4=85816 cent-millièmes: doncenfinlog 721367 = 5,85816. 

Remarquons que le calcul qui a fourni la valeur de x revient 
à multiplier la. différence tabulaire 6 cent-millièmes par la frac- 
tion décimale qui reste sur la droite du nombre proposé quand 
on a séparé les quatre premiers chiffres à gauche par une vir- 
gule : ainsi on pourra calculer la valeur de x sans poser de 
proportion. 

''891. Nous avons dit qu*on démontre dans Talgèbre que 
les dilTérences des nombres sont, à moins d'un cent-millième, 
proportionnelles à celles de leurs logarithmes, quand les dif- * 
férences des nombres ne surpassent pas Tunité et que ces 
nombres sont plus grands que 1000; mais on peut facilement 
concevoir la vérité de ce principe par les considérations sui* 
vantes. 

En effet, les différences des logarithmes des nombres 1, 10, . 
100, 1000, etc., sont exactement égales à l'unité : or, de 1 à 10, 
cette différence 1 est répartie entre 9 nombres ; de 10 à 100, 
elle l'est entre 90 nombres ; de 100 à 1000, entre 900; et enfln 
de 1000 à 10000, entre 9000 ; de sorte que la différence des lo- 
garithmes de deux nombres consécutifs est d'autant plus petite 
que ces nombres sont plus grands. On conçoit, d'après cela, 
qu'il doit arriver un point à partir duquel les différences des 
différences entre les logarithmes de plusieurs nombres consé- 
cutifs seront moindres qu'un cent-millième, et seront par con- 
séquent constantes, puisque nous supposons qu'on a négligé 
les unités décimales de Tordre inférieur aux cent-millièmes. 
C'est ce qu'on peut vérifier en consultant la colonne intitu- 
lée différence^ dans la partie de la table qui s'étend de 1000 
à 10 000. Si donc on considère trois nombres dont'les deux 
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extrêmes ne diffèrent que d'une uQîté, oo poom tonetJW 

que la difTérence des logarithmes de ces deux ^trémes soîl 
répartie proportionnellement siu* lea lt^Ari4fau)es d^ nomtoes 
intermédiaires : par conséquent, les différenoes de oo» Irofe 
nombres seront, à moins d'un cent-millième, proportionnelles 
aux diflérences de leurs logarithmes. 

5ÉM. Proposons-nous mainlehant de trouver le logarithme 
d'un nombre décimal, de 72,1367 par exemple. La caracté- 
ristique est l ; quand à la partie décimale, nous séparerons, 
pour la déterminer, quatre chiffres sur la gauche du nombre 
proposé, ce qui nous ramènera à chercher la partie décimale 
dn logarithme de 7213,67, et nous venons de résoudre cette 
question tout à l'heure (290) : donc le logarithme demandé 
sera 1,85816.. 

ainsi, pour trowoer te loffarithme €un nombre décimal, on dé- 
piûce la virgule de manière'à séparer quatre chiffres sur la gauche 
de ce nombre, ce ^qui l'amène au cas du numéro précédent; 
quant à lataractéristique, on la détermine â l'inspection seule 
de la partie entière du nombre proposé. 

£93. Svppoàons actuellement que Von veuille trouver le ioga^ 
rithme d'une fraction décimale^ et prenons jvour exemple la 
fraction 0,00721367. Si Ton {)orle la virgule à droite du pre- 
mier chiffre dgnificalif, ^t qu'on cherche le logarithme du 
nombre résultant 7,213ô7, on Irouveçi 0,85816. Or, en avan* 
çant la virgule de 3 rangs, nous avons multiplié le nombre pro^ 
posé par l'unité suivie de 3 zéros, et par conséquent nous avons 
augmenté son logarithme de 3 unités, c'est-à-dire d'autant 
d*unités qu'il est marqué par je rang du premier -chiffre décimal 
significatif, il faut donc le diminuer d'autant. Mais comme 
la caractéristique est zéro, nous ne pourrons qu'indiquer la 
soustraction de ces 3 unités, et nous le ferons en plaçant le 
signe — au-dessus de 3, pour marquer que ce signe ne porte 
que sur 3 cl non sur la partie décimale; de sorte que le loga- 
rithme demandé sera 3y65816, c'est^'à-dire qu*il sera.CQ{^pos^ 
de moim 3 amités, j)itAf la fraction décimale 0,S58 1 6« 
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Ou voU donc que la caractéristique du logarithme d'une frao- 
lion décimale se compose d^ autant cf unités négatives qu*U est mar- 
qué par le rang du premier chiffra décimal significatif. 

294. Proposons-nous actuellement de trouver le logailthme 
d'une fraction ordinaire, par exemple, de ^^VA? » Comme une 
fraction exprime la division de son numérateur par son déno- 
minateur, nous trouverons le logarithme de cette fraction en 
retranchant le logarithme du dénominateur de celui du numé- 
rateur, ce qui nous donnera le calcul suivant : 

log 215ï=î:t,^3244- 
iog 721367=:6,«^816 



log 71^3^^ = ^7428 

Ainsi le logarithme demandé est 4,47428, c-est-à-dire qu'il se 
compose de moins 4 unités, plus la fraction décimale 0,47428. 
Telle est la manière k plus comcsode d'employer les loga- 
rithmes des fractions dans le calcul; cependant on peut encore 
obtenir ces logarithmes en reUranchant le logarÀlune du wi- 
mérateur de œlui du dénominateur; mais comme la soustrao 
tion devrait «tce effectuée dans un ordre inverse, ou ^£fec4e 
le reste du signe moins^ de sorte que le logarithoM de la Xrac- 
ik>ii est entièrement négatif*. Calculons ainsi le logariUune 
de la fraction précédente : 

log 721367= 5,85816 
log 215= 2,33244 



iog tA^Ist =— 3,5Ji572 

295. Lorsqu'on veut appliquer le calcul logarithmique à 



* On peut encore observer que la fraoUon «f^i^^ô?? P^ exem|)te, est évi- 
demment égale à 1.: ^//^^ (1 30), et qu'aiusi son logaiitlime est égàd à 
log 1 — log ^^p- (282), c'est-à-dire à— iog I^^iPj puisque log 1=0. 
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Textraction des racines des fractions, il arrive souvent que la 
caractéristique négative du logarithme de cette fraction n'est 
pas exactement divisible par l'indice de la racine à extraire. 
On ajoute alors à cette caractéristique autant d'unités qu'il est 
nécessaire pour rendre la division possible, mais on retient le 
même nombre d'unités pour les ajouter à la partie décimale. 
De celte manière, la difGcuIté est éludée^ et le logarithme n'a 
pas été altéré puisqu'on a ajouté le môme nombre d'unités à 
la partie positive et à la partie négative de ce logarithme. Ainsi, 
si nojjs voulons extraire la racine cubique de la fraction T^^y» 
il faudra d'abord chercher son logarithme, et l'on trouvera 
4,47428, qu'on doit diviser par 3; pour céladon ajoute 2 unités 
négatives à la caractéristique 4, ce qui fait 6; on divise — 6 
par 3 et on a pour quotient — 2 ; maintenant on ajoute à la 
fraction décimale 2 unités positives qui valent 20 dixièmes, et 
l'on trouve ainsi que 

log'v/^?;ï;^ = 2,82476. 

896. Cherchons maintenant à résoudre le second des deux 
problèmes que nous avons énoncés au n* 290, c'est-à-dire 
'proposons-nous de revenir (Tun logarithme au nombre auquel U 
correspond, et prenons pour exemple le logarithme 2,56526; 
Puisque la caractéristique ne fait qu'indiquer le nombre des 
chiffres entiers dq nombre correspondant au logarithme donné, 
nous ne nous en occuperons pas ; seulement, lorsque nous 
aurons trouvé les chiffres qui entrent dans l'expression de ce 
nombre, nous en séparerons sur la gauche autant qu'il y ad'uni- 
' tés plus une dans la caractéristique, et le problème sera résolu. 

Cherchons donc la partie décimale 56526 dans nos tables. 
Si nous considérons la première série, qui s'étend de 1 à 10, 
nous voyons que cette partie décimale tombe entre les loga- 
rithmes de 3 et de 4; et comme le nombre demandé doit avoir 
t! ois chiffres entiers, il s'ensuit qu'il est compris entre 300 
et 400, et que par conséquent la première série des tables ne 
donne ce nombre qu'à moins d'une centaine près. 
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En cherchant 56526 dans la seconde série, qui s*étend de 10 
à 100y.on voit que le nombre demandé tombe entre 36 dizaines 
et 37 dizaines, et qu*ainsi cette seconde série ne donne ce 
nombre qu'à moins d'une dizaine près. 

En cherchant 56526 dans la troisième série, c'est-à-dire de 
100 à 1000, on voit que le nombre demandé est compris entre 
367 et 368, et qu'en conséquence cette troisième série ne donne 
ce nombre qu'à moins d'une unité près. 

Enfin, si nous cherchons 56526 dans la quatrième série, 
c'estrà-dire de 1000 à 10 000, nous trouverons que cette partie 
décimale correspond exactement à 3675, et que par conséquent 
le nombre demandé est 367,5. 

Ainsi la considération de la quatrième série nous a donné 
exactement le nombre demandé; mais cela n'arrivera qu'autant 
que le logarithme donné se trouvera dans la table. Cepen- 
dant il y aura toujours de l'avantage à chercher le logarithme 
dans la quatrième série : car nous trouverons amsi les quatre 
premiers chiffres à gauche du nombre demandé, tandis que 
par les autres séries nous n'en trouverions qu'un, deux ou 
trois. 

207. Soit encore proposé de trouver le nombre correspon**^ 
dant au logarithme 5,85816. Nous chercherons la partie déci- 
male 85816 dans la quatrième série, c'est-à-dire entre lesloga- 
rithmes de 1000 et de 10 000, et nous verrons qu'elle tombe 
entre les logarithmes des nombres 7213 et 7214, et qu'elle 
surpasse le logarithme du premier de 4 cent-millièmes. Nous 
obtiendrons donc le nombre demandé si nous pouvons calculer 
la différence qui existe entre 7213 et le nombre dont le loga- 
rithme est 3,85016 (289). Or, si nous appelons x cette diffé- 
rence, les trois nombres 7213, 7213 +a? et 7214 sont plus 
grands que 1000, et la différence des deux extrêmes ne sur- 
passe pas l'unité; nous pourrons donc appliquer le principe 
que ks différences des nombres sont proportionnelles aux diffé^ 
rences de leurs logarithmes^ et établir la proportion : 

1 {différence des deux nombres extrêmes) : x {différence des 

15 
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deux première) :: 6 €0ni^UUJkfnêi (ài/ftrêneê dêi logm4ihmê$ des 
deuœ nambrei sastriméê) : 4 ùBntmmiUiknêi {différmu» dê$ logor 
rUhniêê dê$4miaprêmiêr$ tiùmbru). 

I On tire de cette proportion œ^aO,! <en forçant rnnité) ; 
d*où l'on voit qne^ pour avoir la différence entra 791Set la nom- 
bre eorratpondant an logarithme 3,85816, il faut diviser la 
didérenea des logarilhmaft de cas deux nombres par la di|f6« 
rence tabulaire quicorrespond au logariliima donné. 

Ainsi la nombre qui a. pour logarithme 3,85816 est 7213»7; 
et par conséquent le nombre demandé, devant être composé d^ 
six chiffres entiers» sera 7SI370* Telle est sa valeur, à moins 
d'une dizaine : car la différence o^ a été ^leuléa seulement à 
moins d'un dixième» et nous l'avons multipliée par IQO. Nous 
avons vu en effets au n* 800, Q^^ 5,85816 était le logarithme 
de 781^67, de sorte que Tireur est de 8 unités, et par consé- 
quent moindre cpi'une disaina. 

298. Si la caractéristique du logoirithnie est négative^ on 
agira comme daus l'exemple précédent, c^eçt-à-dîre qu*on 
cherchera tes chiffres qui composent totis les nombres cor^ ' 
respondant à la partie dédmàie du logarithme, et l'on pla- 
cera ensuite la virgule de manière que le premier chiffre 
9%gnifi(Mif. dMmal êoH de ford/te marqué par ta eaitaetérù^ 
tique. 

SscempU. Quel est le nombre qui a pour logarithme 8,&2476f 
La partie décimale répond à tous les nombres dont les^ciuq pre- 
miers chiffres sont 66797 ; mais la caractéristique étant?, Iç 
premier chiffre significatif doit être du second ordre décimal 
(S85), ç'egl-4-direde Tordre d^s centièmes, de sorte que la frac- 
tion décimale correspondant au logarilUiue donné est 0,066797, 
à moiiis d'un millionième, 

£neifet» en ajoutant deux unités au logarithme donné (autant 
qu'il y en a dans la cafactéristique^), il devient 0,82476, et le 
nombre correspondant est 6,6797; mais, euajoutanl deux unités 
à la caractéristique, on a multipiié le nombre correspondant par 
l'unité suivie de deux zéros ; donc il faut reculer i^ vir^ul^de 



290. Si U logarithme M efUitm^rU fyiggUf, Qfi charfihe ^ 
nombre correspondant à, ce logqrith>m ptV po^fivefiymU et fon 
fait de ce nombre le 4énornimt^r d'une fraction fiant Tun^ fi4t 
le numérateur^ ce qui dqnnp la fraction orffjnqire gçrrpspgndffint 
au logarithme négatif proposé, 

Sn effet, )e produit de deu^ ternies çitm§§ k tg^lp distaoc^ Af^ 
r%^nitéf dans la progression géoii[)étri(;[ue^ est évidemment ég^l k 
une unité : donc si xin P^rtm nombre, 15 } par ejc^wpje, ^ 
trouve à une çertaji^e distan.çjç (Jç l d^ns la p^\i^ asceudaiitfi 

de cette progression, le nombre yr; oecapera le même rang 

dans la partie descendante ; 4onc les bgari(hme9 SQnt égauaç 

e^ de signées contrées, ifestr^-dire que log ns^— log iS}. 

Donc enfm.un logarithme négatif appartient à une fraction qi}i 
a pour numérateur l'unité, et pour dénominateur le nombre 
corre^poadimt ja|i Jpg4rMto^ doAP^» nb^tnurtiaa ùHà du sâgoe 

Eœemph. Quel est le nombre dont le logarithme est— ,952572? 
Je fais abstraction du signe — , et je cherche le nombre corre^ 
pondant au logarithme 3,52572. Ce noipbrq est 3355,?; par 
conséquent le nombre correspondant au logarithme— 3,52572 
est 5^1 , ou bien ^^^ = httt; ®^ multipliant les (Jeux terjnçs- 
de cette fï-action par l6. 

MO. Si l^on wmlaU obtenir m décimales la valeur de la frac- 
tion qui correspond à un logarithme négatif donné\ on ajouterait 
à ee logarithme autant dfunUés plus v^fie qu'il y en a dans la 
caraetériêtique; on ehereherail le nombre correspondant au logon 
rithms résultant^ et Von reculerait la virgule d*autant de rangs 
vers la gauche ^u*on aurait çjouti (Tunités a^ logarUfirn^ donii^. 

Reprenons, eneffet.leiogarilhme— 3,5?572j j'yajoute 4 unir- 
téS| ce (|ui fait 4 -T-3;5^572= 9,474^8. Le poju^^re x^orre^pon*^ 
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danlà ce logarithme est 2,9804. Hais en ajoutant quatre uni- 
tés au logarithme proposé» nous avons multiplié le nombre 
correspondant par 10000, de sorte qu'il faudra t[i>ûser le nom- 
bre trouvé par 10000, ce qui se fera en reculant la virgule de 
quatre rangs vers la gauche. Ainsi la fraction décimale équi- 
valente au logarithme négatif proposé est 0,00029804. 

Sif au contraire^ on voulait obtenir en fraction ordinaire la 
valeur de la fraction correspondant à un logarithme dont la ca- 
ractéristique est négative, on commencerait par prendre la diffé- 
rence entre la caractéristique^ abstraction faite de son signe, et la 
partie décimale; on affecterait cette différence du signe -^y et on 
chercherait enfin la fraction ordinaire qui correspond à ce loga^ 
rithme entièrement négatif (299) . 

Soit, par exemple, le logarithme 2^82476. En vertu de la 
règle posée dans la note du n^ 281, page 212, ce logarithme 
est égal à — (2— 0,82476)= — 1,17524= log j^Wl • ^^isi la 
fraction ordinaire qui correspond au logarithme proposé 
est ^9%. 

SOI. Il arrive souvent que Ton a à retrancher un logarithme 
d'un autre : les calculateurs ont trouvé le moyen de changer 
cette soustraction en une addition. Supposons, en effet, que 
l'on veuille soustraire 36 de 584 ; il est clair que, si j'ajoute à 
584 l'excès 64 de 100 sur 36, la somme 648 surpassera la diffé- 
rence demandée de 100 unités; de sorte qu'en en retranchant 
une centaine, j'obtiendrai cette différence. Le reste est donc 
548. Cet excès de 100 sur 36 se nomme le complément arithmé- 
tique de 36; et, en général, on appelle complément arithmétique 
d'un nombre la différence entre ce nombre et l'unité suivie d'autant 
de zéros qu'U a de chiffres. Ainsi, pour soustraire un nombre 
d'un autre^ on ajoutera son complément à cet autre^ mms on re- 
tranchera de la somme une unUé de F ordre de celle qui a fourni le 
complément. 

' Exemple. Élever la fraction^ à la troisième puissance. En 
suivant le procédé ordinaire, il faudait d'abord retrancher le 
logarithme de 376 de celui de 79 ; au lieu d'opérer ainsi, je 
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prends le complément du logarithme de 376 à 10 UBltés» et je 
l'ajoute au logarithme de 79 : 

log 79=1,89763 
COmpl.log 376=7,42481 



somme 9^82244 

Je multiplie cette somme par 3, ce. qui donne 27,96732 ; 
mais, comme elle surpassait le logarithme de j/^de 10 unités, 
ce produit surpasse le logarithme du cube de celte fraction de 
30 unités ; dond il faudra diviser le nombre correspondant par 
l'unité suivie de 30 zéros; mais ce nombre correspondant aura 
28 chiffres entiers (288) : donc le premier chiffre significatif 
décimal du cube demandé sera du troisième ordre. On trouve 
pour résultat 0,009275 1 . 

502. On né prend pas toujours, pour complément d'un 
nombre, la différence entre ce nombre et l'unité suivie d'autant 
de zéros qu'il a de chiffres, parce que, dans certains cas, on 
serait ainsi conduit à des calculs bien plus longs que ceux que 
l'on veut éviter en faisant usage des compléments. Supposons, 
par exemple, que l'on ait à calculer la racine cubique de la 
cinquième puissance de ^. Si l'on suivait la méthode précé- 
dente, on devrait ajouter au logarithme de 2 le complément du 
logarithme de 13, et multiplier la somme par{; mais, comme 
cette somme surpasserait le logarithme de ^ de 10 unités, on 
voit que le produit devrait être diminué de lOxf =i^, de 
sorte qu'il faudrait diviser le nombre correspondant parle nom- 
bre qui a ^ pour logarithme, c'est-à-dire par la racine cubique 
de la cinquantième puissance de lO'^, calcul extrêmement labo- 
rieux. La difficulté tient à ce que la quantité dont le logarithme 
final est trop grand n'est pas un nombre entier (501) : on 
l'éludera donc en prenant le complément du logarithme du dé- 
nominateur 13, relativement au multiple de l'indice 3 qui est 

* Comme le logarithme de 10 est 1, celui de ^J^ est par conséquent ^ 
(282 et 2UB). 



mtûéâiAiêthm, iiipériëtif à eë logarithme, c'ést^&^âité à 3 ûâb^ 
notre exemple. Ainsi on exécuterai le calcul stiifant i 

\0g Âsâ0,30103 
COmpl. tog 13=± 1^88606 

sommei.^... .2^18709 

Multipliant cette somme par |^ il viendra 3,64515; mais, 
comme elle surpassait le logarithme de ^ de 3 unités, ce pro- 
duit surpasse le logarithme de \/(^ de âxf =^& : donc, 
en divisant par IGOôOO le nombre correspondanti le problômé 
«era l'ésolu* On trouvera ainsi que (/(|^)»ss=ïr,ô44l7î. 

g tt. RËÔLÉ À GALtitiîi. 

505. Une des applications pratiques les plus ingénieuses des 
IdgâritHttiëë cotiëlsfé dans remploi dëà Réglés à cdlM ou Èègles 
iégdmfmt^ues. ftépàhdU ëii Atigleterré dès là fin du dil-sëp-* 
liÈihë ëiâôle, m in^trijtiiërit I»! siitiple et ël utile était ëtléord 
pB^ éoïihU éh Frâtieé il y â quelqUëë années i itfais tdUt poHê 
à ëi^péi^éi^ ttu*il hé tafdët'â pas à y devéhit* usUel, couiiilë cheÉ 
les Àn^laiS^ poWf tditis leâ caldtils qui h'èmgent paé ii'épdépH^ 
ùiëiôh et que tùfi âésifhb eff'èctuèr pirompUmetit. 

504. La Règle à calcul est un instrument composé d'une 
partie fixe ou hègUy et d'une partie mobile appelée Réglette^ 
qui glisse à Tintérieur de la première; Tune et Fautre peuvent 
d'ailleurs être en bois, en ivQire, en métal ou en carton. (Nous 
supposerons que Ton a sous les yeux une Règle à calcul, et 
plus particulièrement la Règle à calcul à enveloppe de verre de 
M UonLoianne^ ingénieur en chef des ponts et chaussées \) 



* dette lîêgléf, doht lé ^ril é»t de beaucoup Ihfêrïéur à eeltii dé la règflé 
en bois dé lendtr^-Gfavét, ée trouve chez MM. HaèheUe et C*', avec une ian^ 
struction très-complète, applicable d'ailleurs à toutes les Règles à calcul. 
Nous avons emprunté à cette instruction la majeure partie de ce qui va suivre; 
6t noHè ne ffotiYonii mieux fair« que d*y tétx^^ U» IwMur pour dé plus 
amples détails. 
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SOS. Si Ton eXamine la fau fnindpaU de la &ègl«, on re- 
marque de Suite une échelle graduée portant à sa gauehe la 
désignation abrégée tu>m6. (nombres). Sur la première moitié 
à gauche de cette échelle que ron nomme ichéUd desnmbres^ 
ou ichellê principale, sont inscrits à des intervalles inégaot et 
décroissants les dix nombres , 

• 1,8,3,4,6,6,7,8,9,10; 

la seconde moitié à droite e»c aussi divisée en neuf parties, 
respectivement égales aui neuf parties de Ift première; ^lle 
porte^ fc partir de 10, les nombres 

20,^80, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100. 

Sur la Réglette est tracée une échelle identique à celie des 
nombres, portant les mêmes divisions et les mêmes chiffres. 
Si donc on amène le chiffre 1 de la Réglette sous le chiffre l 
de l'échelle des nombres/ toutes les autres divisions principales 
numérotées 9» 3, 4»..«) 90, 100 devront se correspondre par- 
faitement. 

Les neuf parties de chacune des moitiés dâ Téchelle princi- 
pale sont toutes subdivisées en dix autres: la subdivision de 1 
à a est la même que celle de 10 à 90; celle de 8 à 4 est la même 
que celle.de 30 à 40, et ainsi de suite. Les points de division 
entre 10 et 20 pourront être considérés comme correspondant 
aux chiffres 

11, 12, 13,14, 15) 16, 17,18,19; 

ceux entre 90 et 30, aux chiffres 

91, 99» 93, 94, 95, 98, 97, te, 90, 

etc. ; de sorte que Ton pourra compter tous les nombres de 10 
à 100 sur la moitié à drxûte de l'échelle. 

Ces subdivisions peuvent être à leur tour partagées en un 
certain nombre de parties*^ ; il n^y a diantre limite que i*impos- 

* Sur ufie Rëgle de p"^2& de loDfueur, comoM celltt que nous «mndéraiii. 
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sibilité matérielle de tracer des divisions facilement apprécia- 
bles à i'œil. 

506. Ainsi, les nombres compris entre 1 et 10 seront lus 
exclusivement sur la moitié de gauche de la Règle et de la 
Réglette. Les nombres compris entre 10 et 100 seront lus sur 
la moitié de droite ; mais ils pourront Tétre aussi sur la moitié^ 
de gauche, en supposant que le 1 de cette moitié vaille 10, et 
que le 10 vaille 100. Or, en faisant cette supposition, le 10 de 
la moitié de droite vaudra 100, et le 100 vaudra 1000, de sorte 
qu*on pourra compter sur celle-ci les nombres suivants de 10 
en 10: 

110^ .120, 130, 140, , 190, 200, 

210, 220, 230, 240,, •...,, 290. 300, 

••• %••• ••••. 

910, 920, 930, 940, , 990, 1000; 

à son tour, la moitié de gauche se prêtera à une semblable 
lecture, si Ton y considère le 1 comme valant 100, le 2 comme 
valant 200, et le 10 comme valant 1000. 

Maintenant, il est facile de voir qu'au moyen des dernières 
subdivisions (note du n** 505) on pourra lire les nombres en- 
tiers de deux en deux : 

102, 104, 106, 108, 110, , 200; 

et les nombres entiers de cinq en cinq : 

205, 210, 21Ï, 220, 225, , 500; 

à partir de 500, il n'y a plus de subdivision, et l'on ne lit les 
nombres que de dix en dix : 

510, 520, 530, 540, 550, , 1000. 

' Les divisions entre 1 et 2, 2 et 3,..., 9 et 10 de la moitié h 



elles sont partagées seulement en 5 parties entre les divisions principale! 
1 et 2, 10 et 20| et en 2 parties entre les divisions principales 2 et 5, 20 et 50. 
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gauche de l'échelle , peuvent aussi être considérées comme 
donnant les nombres de dixième en dixième : 

1,1, 1,2, 1,3, 1,4, , 1,9, 2, 

2,1, 2,2, 2,3, 2,4, , 2,9, 3, 

9,1, 9,2, 9,3, 9,4, , 9,9, 10. 

De même au moyen des subdivisions (note du n*" 503) on 
pourra lire les nombres de deux en deux centièmes : 

1,02, 1,04, 1,06, , 2, 

et , de cinq en cinq centièmes : 

2,05, 2,10, 2,15, , 5; 

à partir de 5, on ne lira que les nombres de âixen dix cen- 
tièmes : 

5,10, 5,20, 5,30, , 10. 

307. Enfin, à la partie inférieure de la face principale de la 
Règle, on remarque une échelle portant la désignation abrégée 
car. (lignes des carrés). Sa longueurtotale est la même que celle 
de l'échelle des nombres; mais ses divisions principales sont 
doubles de celles tracées sur Ja Règle et la Réglette, de sorte 
que son chiffre l étant placé sous le chiffre 1 de la Règle et de la 
Réglette, son chiffre 10 correspondra au chiffre 100 de celles-ci. 

Les échelles que nous venons de décrire, suffisant pour tous 
les calculs de Farithmétique, nous ne nous occuperons pas des 
échelles portant les dénominations abrégées : cosy sin, îang^ cot. 

508. Supposons, maintenant, que Ton ait pris pour unité 
la longueur commune aux deux moitiés de l'échelle princi- 
pale, et que les distances respectives da chiffre 1 aux divisions 
2,3, 4, ..•.,9 aient été prises proportionnelles aux valeurs 
numériques des logarithmes dés nombres 2, 3, 4, ••••,9; 
que, de même^ les distances du chiffre L aux subdivisions 
(1,1), (1,2),. . . . , (1,9) aient été prises proportionnelles aux lo- 
garithmes des nombres (1^1), (1,2),. . • • , (1,9) ; et ainsi de suite 
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pour I0i{.ceti11èmë6. Il e^t évldèf^t tpxé la diâtfttice du ebi'flh» i 
à là division 21, pflf eXëfiiple^ dd là moitié d^ droite de Tèôbelle 
représentera précisément le logarithme de 21. En effet, 

21 = 10X2^1, 

Iog21=logl04-log2,l. 

Or la distance du chiffre 1 au chiffre 21 se compose de deux 
parties, savoir : la distance du chiffre 1 au* chiffre 10, qui, 
ayant été prise pour unité, représente le logarithme de 10, et 
la distance du chiffre 10 au chiffre SI, laqndle est égale, par 
suite de la construction de la Règle (50S), à celle du dhiffre 1 
à la division 2,1, c'est-à-dire au logarithme de 2,1; donc la 
distance du chitlte l au chiffre 21 rejpréaente bien le loga- 
rithme de 21. « 

Ainsi, éii considérant ^ensemble des deux moitiés de l'é- 
chelle principale, les longueurs successives comptées à partir 
du chiffre 1 jusqu'au chiffre lÔD représentent les logarithmes 
des nombre» de 1 à 100 pris avec leur caractéristique exacte. 
Quant aux nombres tn dehors de ces limites^ l'échelle donne 
la partie décimale de leurs logarithmes^ abstraction faite de la 
caractéristique» Soi^nti parâxemplci les nembres 0^70 et 340; 
les parties décimales des logàriljimes de cas nombres sont tes 
mêmes que celles des logarithmes àêi nombres 75 et 34 coiin 
pris entre 1 et lOO; elles tont'doDc représentées tur la Règ^d. 

509. hè ce qui précède résulté évidemment cette propriété 
fondamentale de la Règle k calcul : 

Pvui* tf&mtf U PRODUIT de deux nombres y il faut placer le 
chiffre 1 de la RégleUt smu VUn des deux mm^ei tUs iMt la 
•moitié à goûchê dé Véchêih principale dé la Mgk. U produit 
cf^erché correspond^ sur la Règles au second nombre lu sur la 
HégUtte. 

Il est clair, en effets que l'on détermine aihsi ittr la Règle un 
nombre dont la di^tanee au chiffre 1 de la Règle, c*est-à*dire le 
logarithme^ est égale à la somme des distances du premier 
nombre au ohifire I de la Règle, et du second nombre au chiffre 



1 de là ftégletté, c^est-à-'dire à la somme dés lôgafithmes des 
deux nombres donnes. Ce nombre est doné leur produit (12B1). 
La tbanière d'opérer peut être indiquée d'une façon abrégée 
aiilsi quHi suit; sbit à lûuiiiplier 2 par 3, ôii àiii'a : 

Règle. 2 (1^ facteur) 6 (produit). 

i Réglette, i ^^ â (2« lacleur). 

510. Nous allons appliquer, comme exercices, cette règle à 
différents exemples; mais nous commencerons par énoncer un 
principe très^sifnple et très-géiléfal pour âêteriîliner d'avance 
le nombre des chiffres d'un produit de deux nombres entiers; 

Lorsque le produit obtenu (par le procédé du n* S09) ^e 
trouve sur la moitié à droite de T échelle fixe dé la Règle ^ ce pro- 
duit a juste autant de chiffres qu'il y en a à là fois dans les deux 
facteurs; lorsqu'il tombe sur la moitié à gauche ^ U a un chiffre 
de inoins. 

511. Nous considérerous d.*abord des ïactelirs fa*ayant pas 
plus de deux chiffres chacun. 

!• Soit 36 à multiplier par 2b. Oh placera le chiffre 1 de la 
ftéglette sous le point 36 de la moitié à gauche de la Règle, et 
oi) lîi*a le chiffré auquel correspond sur la Règle le nombre 2ô 
lii siir là ftéglette. Ce chiffre est 9, et se trouve (encore sur là 
itîoîtié à gauche de la Règle; ot le piroduit doit avoir trois 
ôbiffrès; donc, eh ajoutant deux zéros à la droite de Ô, on âui*à 
900 pour le produit cherché. 

2«* Soit à mditipliei' 23 par 19. Ayaht placé le 1 de la Réglette 
èùuh le point 23 de la Règle (hioilié de gauche), On trouve que 
le pohii correspondant aii nombre 19 lu sur la ftéglette ne se 
trouve pas exactement être une division de la Règle, mais qu'il 
tombe ëhtfe leâ divisions 430 et 440, plUs près de là seconde 
que de la première. Dans ce cas, et dans les cas analogues où 
le point correspondant au produit cherché tombe entre deux 
divisions consécutives de l'échelle, on imagine que Tintervalle 
entre eea d«bz divisions soit subdivisé en un nombre suffisant 
de parties égales, et on prend pour le troisième thlSte ûnptù^ 
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duit cherché le nombre des parties que Ton peut compter à 
vue entre le point correspondant au produit et la division la 
plus voisine à gauche*. Ainsi, les plus petits intervalles entre 
1 et 2 étant partagés, à vue^ chacun en deux, on lira les nom- 
bres entiers consécutifs : 

100, 101, 102, 103,.... jusqu'à 200; 

lès plus petits intervalles entre 2 et 5 étant partagés, à vue, 
chacun en cinq , on lira les nombres entiers consécutifs : 

200, 201, 202, 203,.... jusqu'à 500; 

enfin, les plus petits intervalles entre 5 et 10 étant partagés, 
à vue, chacun en dix, on lirçi les nombres entiers consécutifs : 

500, 501, 502, 503,.... jusqu'à 1000. 

De sorte qu'avec ces lectures à vue, on pourra déterminer 
d'une manière plus ou moins exacte tous les nombres possi- 
bles de trois chiffres. 

Revenons à notre exemple. Les deux premiers chiffres du 
produit cherché sont 43; la distance qui sépare la division 430 
du point correspondant au produit peut être évaluée à vue à 
7 ou 8 dixièmes de l'intervalle total entre 430 et 440; on pour- 
rait donc prendre 437 ou 438 pour valeur du produit. Mais 
nous remarquerons que le produit des nombres 23 et 19 se ■ 
termine nécessairement par un 7, puisque 9 fois 3 font 27; le 
produit exact sera donc 437. 

Ainsi, il est toujours facile d'obtenir rigoureusement un pro- 
duit de deux facteurs, quand ce produit ne doit pas avoir plus 
de trois chiffres. Les deux premiers chiffres sont donnés par la 
Règle sans incertitude; et le troisième est donné parla multi^ 
plication, faite de mémoire, du dernier chiffre de l'un des fac- 
teurs par le dernier chiffre de l'autre. 



* Remarquons que ceci revient à faire usage du principe énoncé au n^ 200 : 
les différences des logarithmes sont sensiblement proportionnelles à celles des 
nombres correspondants. 
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3"* Soit à multiplier 24 par 33. On trouve que le point cor- 
respondant au produit tombe entre les divisions 126 et 128, 
plus près de la seconde que de la première; on en conclut que 
le nombre 127 forme les trois premiers chiffres du produit. 
Mais ce produit doit avoir quatre chiffres; de plus, son premier 
chiffre à droite est un 2; donc le produit cherché est 1272. 

4* Soit à multiplier 79 par 84. Le point correspondant au 
produit tombe entre les divisions 66 et 67, à un intervalle qui 
parait être de 3 ou 4 dixièmes à partir du point 66. D*un autre 
côté, le produit doit avoir quatre chiffres, et son dernier 
chiffre à droite est 6 ; on supposera donc que le point de ren- 
contre est à 3 dixièmes et 6 centièmes de Tintervalle entre les 
deux points, et l'on prendra 6636 pour le produit cherché. 

On voit donc que» lorsque le produit a quatre cniffres, on 
n'a plus la même certitude sur le résultat ; il y a erreur possible 
^ur le troisième chiffre, parce que sa détermination tient à une 
lecture dans l'appréciation de laquelle on peut se tromper 
d'ime unité. 

518. Supposons maintenant que les deux facteurs aient trois 
chiffres. 

Soit à multiplier 627 par 384. Le facteur 627 sera pris sur 
la Règle fixe entre les divisions 62 et 63, par évaluation à 
vue, à 7 dixièmes de l'intervalle qui les sépare. Le 1 de la Ré- 
glette étant placé sous le facteur 627 ainsi déterminé sur la 
Règle, on lit le second facteur 384 sur la Réglette, au delà du 
point 380, et à 4 cinquièmes de l'intervalle entre ce point et le 
point 385, par une seconde évaluation à vue. Ce second fac- 
teur correspond, sur la moitié à droite de Téchelle, au point 
241. Le produit devant avoir six chiffres, on complétera ce 
nombre de chiffres en ajoutant trois zéros, et on prendra 
241000 pour le. produit cherché. Le produit exact est 240768; 
Terreur relative commise est donc de 232 sur 240768, ou de 1 
sur 1038. 

515. Si nous supposons enfin que les deux facteurs soient 
composés d'un nombre quelconque de chiffres, on procédera 



(Je 1» wêrpe w^pière- On pe feorper» à opérer Qoxnmê «'ils 
étaient l'iin §t Taiitpç réduite ^ leurs trpU prfliniaFç i^iiïrmi 
0» ijétariujQçra, çomm^ àm^ Iç wmérp précérfeijt, l#§ tf oi» 
premier? phiOrc» 4u produit, et ou pliera à l^aur drçjlte p» 
non)bre de lévo^ s^ffl?40t ppur compléter l? mmPv^ d^ 
chiffrée indiqué par 1a règle du n* 5iO, 

Si le preniier cliiffre apr^ les trois uhiffr^ çon^epf^ d^ps 
Vm dtfs facteurs était éj^j^i^ &, ou pliis gr^nd qu« 6, or> wg* 
menter^t d'une unité Je dernier çl^iffre çpftservé. Su générait 
on ne devra pas faire eette augmeoi^tOQ ds^us )es 4eax fa^^ 
teurs h la fois. 

Soit, par e^^mple, h muUipJier %^^^ par ?i097. Au liew 4e 
238607, 0» prendrai 238000 ou plutôt 358 j au Ijeu de 31997, 
ou prendra- 31100 ou plutôt 311, JJuUipliant ?38 par 311, çn 
trouvera 7W pour les trois premier;^ ehififres du prodnit; le 
produit doif d'ailleurs avoir di^i^ cWOr'es ; nous aurons donc 
à écrire sept zéros à la droite de 7.43, ç^ qui donije 742Q0p0pûO 
pour la valeur approchée du produit. 

H4, Noua n'Avone eoQ«idéré jusqu'à présent qnt des Hma- 

bres entiers. Si Ton a à opérer sur des nombres décimausPy on 
comtMneep^ /sub^pitu^ (me dmçs ffiPHws l^srmnbrespimltant de 
la mppresmn (U tous les chiffres placée à dr^Ua de kws troUpr^ 
nmrs chiffra significatifs, On effecm ensuite k, vmUiplisatiofi du 
dmsç nombres ainsi çbimu^, abstroMmn fàiifi de la vif gv^, somme 
s'ils étaieni mli^rs; pms^ if, la droite rf« hur produit, eofnm 
piété par V^dditiçn d'un nombre suffisant ds &iros, on. sépare au^ 
tant d0 j^hiffnjs dépimam qu*U y en a à la fois dans ks deux 
faistùms ■ rçdmt$ l'un et l'autre à Uurs troig pr0mi^s chiffrés 
signifusaMfh 

Qiielques ejuemples vont écjairçir cette régie ; 

l^Soii à multiplier 0,35 par 0,0025. Le produit de 36 par 
25ebt 875; ce produit est exact (5ii, 2^'); séparant six déei- 
maJes^ autant qu'il y en a à la fois dans les deux fociep/s, npus 
trouvejons 0,000875 pour le produit cherçWt 



S'^SoU h mjltifïkr 0,o3836 par 62,721, Noys remplac^ri)))s 
le$ <kux factaurs par lai nombre» P,039^ et 62,7, Multipliant 
384 par 637, m tr^we pour produit 2ftl0po (518) ; séparant 
en&ncmq déciinales, autant qu'il y ç» a à la ôroite des deu?^ 
nombres 0,0384 et 62,7, qu trouve 2^4) ppur la produit 
cherché. 

y Soit k multiplier IS,4745 peu- «,02^2. On prendra pour 
Ucmr» 12,5 ^t 8,03 ; 1# produit de }2^ par 803 m 10û400; 
séparant trois décimales, on aura 100,4 pour la valeur clier^ 
chef. 

0IK. Nous «ayons maintenant effeètner, dans tons les cas, la 
multiplication de deux nombres quelconques entiers ou déci- 
mant. Voyons comment on pourra procéder h Fopéralion in- 
verse^ la êivisUm. Or, si Ton considère le dividende comme un 
produit, le diviseur et le quotient comme les deux facteurs de 
ce produit, on verra que la division se fera en trustant la Régule 
et la Réglette comme pour la multiplication. Soit à diviser 
6 par 3, on aura : 

Règle. 2 (Quotient) 6 (dividende). 

KégJ^tOt 1 ^ 3 (diviseur). 

Ainsi, pour dMser émsm iumbrés l'un par Va/uirê, il fem 
amener It point de la partie à gauche de la Réglette eorrespàn^ 
dant au diviseur, som le point de ta partie à droite de la Règle 
correspondant au dividende. Le point de Féchslle de la Règle 
som lequel tombe le l de la RégleUe indique la wdeur du quô^ 
tient. 

On déterminera d'ailleurs le nombre des chiffres du quotient 
par le principe suivant : 

Lorsque le point coirespondartt au quotient tombe iwr la 
QTwitié à gauclu d^ la Règle, le iwmbre des chiffres du quotient 
s'obtient en relrancfmnt le nombre des chiffres du diviseur du 
nombre des chiffres du dividende. Lorsque ce point tombe sw la 
moitié à droite^ il y a au quotient un chiffre de plus que dofns le 
cas précéderu. 
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1* Soit à diviser 6636 par 84. Kous amènerons le nombre 
84, pris sur la moitié à gauche de la Réglette, sous le nom- 
bre 664, pris sur la moitié à droite de la Règle. Le 1 de la 
Réglette tombera sensiblement au-dessous du nombre 79 de 
la Règle et sur la moitié de gauche de celle-ci. Le nombre 
des chiffres du quotient sera donc égal à deux, c'est-à-dire 
à Texcès de quatre^ nombre des chiffres dît dividende, sur 
deux, nombre des chiffres du diviseur. Le quotient cherché 
est donc 79. 

£• Soit à diviser 7419961879 par 31097. Nous prendrons 742 
pour dividende et 311 pour diviseur. En lisant le premier sur 
la moitié à droite de la Règle et le second sur la moitié à gau- 
che dé la Réglette, on voit que le 1 dé la Réglette tombe sensi- 
blement sous le chiffre 239 de la moitié à droite de la Règle. 
.Le nombre des chiffres du quotient surpassera donc d*une 
unité l'excès du nombre des chiffres du dividende sur le nom- 
bre des chiffres du diviseur. Le dividende a dixchiffres, le di- 
viseur en a cinq; le quotient en aura donc six; nous prendrons 
donc 239000 pour la valeur approchée dij quotient. 

316. Supposons maintenant qu'il s'agisse d'effectuer la di- 
vision de deux nombres décimaux. Considérons d'abord le cas 
où le dividende contient le diviseur, et où par conséquent le 
quotient a une partie entière. 

!• Diviser 0,0953 par 0,0006237. Avançons la virgule d'ua 
même nombre de rangs dans le dividende et le diviseur, ce qui 
n'altère pas le quotient ; la question sera ramenée à diviser 
953 par 6,237. Les trois premiers chiffres du quotient sont 153, 
et le quotient tombe sur la moitié à droite delà Règle; il doit 
donc avoir à sa partie entière un chiffre de plus que le nombre 
des chiffres entiers du dividende (trois) diminué du nombre 
des chiffres entiers du diviseur (un), c'est-à-dire qu'il aura 
trois chiffres entiers ; le quotient est donc 153. 

2« Diviser 0,00953 par 0,0006237. Nous ramènerons encore 
la question à diviser 953 par 62,37; les trois premiers chiffres 
du quotient sont 153; le quotient doit d'ailleurs avoir à sa 



LOGARITHMES. 241 

partie entière un chiffre de plus que l'excès de trois sur deux, 
c'est-à-dire deux chiffres; ce quotient est donc 15,3. 

517. Considérons rAaintcnant le cas où le dlridende est plus 
petit que le diviseur. On ramènera facilement ce cas au précé- 
dent, en avançant la virgule d'un nombre suffisant de rangs 
vers la droite dans le dividende ; on déterminera le quotient, 
comme dans le premier cas, puis on y reculera la virgule vers 

^ la gauche d'autant de rangs qu'on l'avait avancée vers la droite 
dans le dividende. 

1* Diviser 0,ô237 (ou 0,624) par 95,3. J'avance la virgule de 
trois rangs vers la droite dans le dividende, afin d'avoir un 
nombre plus grand que le diviseur, et j'ai 624,0 dont la divi- 
sion par 95,3 donne 6,54 (516); reculant la virgule de trois 
rangs vers la gauche, il vient, 0,00654 pour le quotient cherché. 

2» Diviser 2,4 par 62,721 (ou 62,7). J'avance la virgule dé 
deux rangs vers la droite dans le dividende, et je divise 240 par 
62^7. Les trois premiers chiffres du quotient sont 384; comme 
ce quotient tombe sur la moitié à gauche de Téchelle, il a uu 
chiffre entier (trois moinsdeux), et est 3,84; en reculant la vir- 
gule de deux rangs à gauche, on aura 0,0384 pour le quotient 
cherché. 

518. Ainsi, nous sommes actuellement en état d'effectuer la 
multiphcalion et la division de nombres quelconques entiers 
ou décimaux. Il nous reste à indiquer un autre procédé que 
Ton peut employer pour effectuer ces deux opérations, au 
moyen de la Réglette renversée. 

Supposons qu'ayant retiré la Réglette de sa coulisse, on l'y 
introduise après l'avoir retournée bout pour bout, de manière 
que ses chiffres apparaissent à l'envers pour l'opérateur qui 
lient la Règle droite. Il est facile de voir que si l'on place le 
niulliplicateur,lu sur la Réglette, au-dessous du multiplicande, 
lu sur la Règle, le produit se trouvera soit sur la Règle au-des- 
sus du 1 de la Réglette, soit sur la Réglette au-dessous du 1 de 
la Règle. Il est évident, en effet, que dans les deux cas la lon- 
gueur correspondant au produit est égale à la somaie des lon- 
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giie^^ Mriwpaadani ftu& deuiL facteurs» Boit à mulliplieri par 
exemple, 6 parQvL'opAratkms'mdique delà manière suivante s 

Hêgla \ t jmtAûpHe^ i^ (ffltttti^ie*) g» (pfrtmt). 

Recela mvmtè. &l (p^âdt) d (iâuiupliû*'; « (Uttiiipii(^ i 

On etfeetuera la division avec la même facilité; cette opéra- 
tioa s'indiquera ainsi qu'il suit (division de 54 par 6) : 

Règto 1 6 (diviseur) 9 (quotient) &4 (ftifrteirt <>, 

MlièttS Itéilfeme. M (di¥idl»idë) 9 (^iiôtiélit) 6 (ttiviseur) 1 " 

Ainsi) en opérant avec la Réglette renversée» on pétii lire si- 
multanément lé résultât sûr deux échelles différentes. II y a un 
certain avaâktge dans cette doublb lecture, dont Tune Sert à 
vérifier Tautre. 

Les principes relatifs à ta dètermiliatioh dû nonàbrè des 
cliiiTres, soit du produit, soit dii quotient, sont d'ailléûfs appli- 
cables à la position renversée de là BTéglêlie. Ainsi, torsqilè la 
lecture du multiplicande el dû produit se (ait suf lès deux moi- 
tiés difîéreules de la même ééhellé, le produit à àlitatit de 
chiffres qu*il y eti a à la fois dans les detix fa6teul*s, etc. 

518. La division avec la Réglette droite, lorsque le divi- 
dende et le diviseiir m coitespôndém fii l'un ni Tàutre à im 
des traita de la g^râdualiDn tracée Èur leià échelles, exige qu'on 
mette en regiird ruû de l'autre deu^t points dont la posltioû 
donne lieû & t}ueique mtertitude. Av^^e la Réglette renversée, 
il sera plus facile d'ajuster le chiilre 1 i&0U3 le point qui cor- 
r^pond m dividende, et de lite ensuite le quotient eôrreepon- 
tfantmtlitiMir. 

Au edàtraire, dam la multipUéation, il sera plus ctimmodc 
Je Rit tis detut facteurs avec k Réglette droite. 

«M. Prop^MMiMs û(mm& i^erelM» lei qâ6âito&6 sui^ 
vftfitési 

t wM0i. ScHt) par a&tttiptoi à fo^aâer lèê neuf |ir«ii^«ri multt* 
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pies de ses. ramène le 1 de la Réglette sons 365 de la Règle, 
et^ sùns changer de place la Réglette supposée drùite^ }e lirai si- 
multanément sur la Règle les nombres 365, 730, 1095, U60, 
1625, £190,2555, 2920 et 3265, au dessus des nombres 1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7, 6 et 9 lus sur la Réglette. 

Hègle. 365 7 èO i095 1460 1825 2190 2555 2920 3t»S 

Réglette. ^ /' 2 3 4 5 6 7 6 9 

2"* Diviser v/fie suU4 de nombres variMespar um mime quat^ 
tHé, Soit à diviser les nombres 12, 18, 24, 30, 36 {nr 6. Je pliM» 
le 1 de la Réglette sous le 6 de la Règle^ et, sans changer depku» 
la RégleUe supposée droite^ je lirai sii.iullanémcnt sur la Réi^letta 
les qbutlents 2, 3, 4, 5 et 6 au-dessous des dividendes 12, 18, 
24, 30 Cl :.c ?uf sur Li Règle. 

Règle. 6 12 18 24 30 36 

Réglette. >» 1 2 3 4 5 6 

Remarquons qu'en rentersaiM la Rêgi^te, il ett ^ Impos* 
sîble de résoudre ces deux questions au moyen d'une saule 
lecture stmullanée. 

dP Dicieer un nomàre contimu pc^ «us smte de quaniUés wrkh 
bUs. Soit à diviser successivement 360 par 2, 3, 4, à, 6« Après 
aToir reaversé la Réglette, j'amène sou chiffre 1 sous le diti- 
dende 360 lu sur la Règle^ et, sam changer de place la téglem 
renversée^ Je Us simultanément sur la Règle les quotients suc- 
cessifs 180, 120, 90, 72, 60 correspondant «ix dinseurs2»3, 
4, 5, 6 lus sur la Réglette. 

Règle. 60 72 90 120 180 360 

Réglette renversée. . «-$ 6 5 4 3 2 i 

Si I « Nous avons dit (SOT) qui! existait, à la partie inférieurt 
de la face principale de la Règle et ao^essous de la Réglette, 
une échelle portant la désignation car. Les divisons de cette 
échelle sont respectivement ie double des divisions correspoo- 
liimcs des èctielles de la Règle et de k RégleUe. 11 s'enstii* 
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que sur cette échelle la distance du cbififre 1 à la division 3, par 
exemple» est égale à deux fols la distance, sur la Réglette, du 
chiffre 1 an même nombre 3, et que par conséquent elle re- 
présente le logarithme de 3*=9; donc le 3 de l'échelle, des 
carrés doit correspondre au 9 de la Réglette. Ainsi : 

Pour trouver le carré d'un nombre donnéj on cherche ce nom- 
bre sur VécheUe inférieure j et on lit son carré sur la Réglette immé- 
diatement au dessus, 

11 faut remarquer avec soin que, en ce qui concerne les car- 
rés, les lectures sur la Réglette ne peuvent plus se faire comme 
dans la multiplication et la division, où Ton prenait à volonté 
les multiples ou les sous-multiples décuples des nombres in- 
scrits sur l'échelle. 

La règle que nous venons de donner ne présente aucune . 
diftlculté, lorsque le nombre dont on cherche le carré est com- 
pris entre 1 et 10. Quant aux autres cas, on les ramène tous 
à ce premier cas ; il suffit de multiplier ou de diviser le nom- 
bre proposé par 10, 100, 1000, etc., de manière à le rendre 
plus grand que 1 et plus petit que 10 ; on cherche le carré du 
nombre ainsi obtenu, et on divise ou multiplie ce carré par 
le carré de 10, par le carré de roo, parle carré de 1000, etc., 
suivant que Ton a multiplié ou divisé le nombre proposé par 
10, 100, 1000, etc. 

Soit, par exemple, 0,008247 à élever au carré. Je multiplie 
par 1000, et je cherche le carré de 8,247 ou plutôt de 8,25 ; je 
trouve 68,0; en divisant ce résultat par 1000^=1000000, il 
vient 0,000068 pour le carré cherché. 

322. Pour trouver la racine carrée cfun nombre donné^ on 
cherche ce nombre sur la Réglette^ et on lit sa racine sur F échelle 
inférieure, immédiatement au-dessous. 

^ Cette règle s'applique à un nombre compris entre 1 et 100. 
Tous les autres cas se ramènent à celui-ci, en multipliant ou 
divisant le nombre proposé par 100, 10 000, 1 000 000, etc., de 
manière à le rendre plus grand que 1 et plus petit que 100; on 
extrait la racine du nombre ainsi obtenu; cette racine est com- 
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prise entre 1 et 10 : puis on la divise ou multiplie peir 10, 100, 
1000, etc., suivant que Ton avait multiplié ou divisé le nombre 
proposé par 100, par 10 000, par 1 000 000, etc. 

Soit, par exemple, à extraire la racine carrée de 0,4. Je mul- 
tiplie par 100, ce qui donne 40, dont la racine carrée est 6,32; ' 
divisant ce résultat par 10, il vient 0,632 pour la racine cher- 
chée de 0,4. 



.uS* 



CHAPITRE XV. 

raOBLEMES. 



8 I. QUESTIONS SUR LES GRANDEURS QUI VARIENT DANS LE 
MÊME RAPPORT OU DANS UN RAPPORT INVERSE. — MÉ- 
THODE DITE DE RÉDUCTION A L'UNITÉ. 

Problème L. 2*^ 13" (Tune certaine marchandise ont coûté 18', 75 ; 
quel est le prix de S*- 2" 4* de la même marchandise? 

Il est clair qu'un poids 2, 3, 4 fois plus grand de cette mar- 
chandise coûterait 2, 3, 4 fois davantage ; donc , autant de fois 
te SECOND jDoirf5 contieixdra le premier, autant de fois le second 
prix contiendra U premier ; ainsi on awra la proportion 

2^ 130 . 31 20 4« .. i8',75 : af. [1]. 

Si Ton voulait tirer de cette proportion la valeur de x par 
l'application immédiate de la règle du n" 250, le calcul serait 
fort long (i85 et £86). On l'abrégera beaucoup en substituant 
an rapport des deux premiers termes de la proportion le rap- 
port équivalent de deux nombres abstraits. Pour cela je réduis 
2*' 13" et 3' 2" 4» en gros, et je trouve que 2'* 13"= 360* et que 
3»^ 2* 4* = 404*, de sorte que le rapport de 2"* 13" à 3'2»4* est 
égal à celui de 360 à 404, ou de 90 à 101. Nous aurons donc 

90 : 101 :: 18',75 : aï'=2i',04'. 

LI. Un tapis al { aunes de long sur b ^ de large; on vou- 
drait le doubler avec de la toile à ^de large : combien en faut-U 
d^ aunes? 

Si la toile avait 2, 3, 4 fois moins de largeur que le tapis, il 
en faudrait 2, 3, 4 fois plus d'aunes de long ; donc, avXamX de 
fois la largeur de la toile sera contenue dans celle du tapis, au- 
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tant de fois la longueur du tapis sera eonUnuô dans celle de la 
ToiLË ; donc on aura la proportion 

8-*':5->-|::7-'*4:«-^ [2]; 

on, comme tout è Theure, en substituiiqt au rapport des dieux 
firemlers termes le rapport des nombre âli9tnûit9 ((HT6ftpOII^ 

dants, 

tfP bl^Pt ^n ifioUîf Ikot les iteus ivraies dn premier rapport 
pur py pui9 l«i dwx gniéeAdmis par • pour faim évamoir les 
i^%. déopipinaieiirs (SttS), 

16:51 ::iy:4P==Aajjfa5ç47«||r 

Lm dra^ qtwtians <|fle mua renana die résmidre sent ap- 
f§]ée% par Içp arjlbméiicîeos des fégUâ de irai*, parée qu'elles 
ÇQniixmat k ^\ci\\w ls quatrième larme d*una proportion dont 
1^ trp}§ Q^tres fpnt ippuDiiti» Oomme» dans la proporlion qui 
r^QPt I9 (l^u|ièin# queilion» l'ordre dans leqnel on eompare 
]^ d^m qii^nljtés d'upemém^ 0spèee i^sl inverse décrut dans 
lequel 01) cofîïp^re |eQ d^lU^ quantités correspondantes de 
l'uylT? eppècqi /in dit quç l^i lurg^urs sont en raiien im>m$ des 
IgngO^yr^i ^ par con^équ^nt qpe ee problème est qne règle 
(Je trois irmmy tendis q"e 1q premier est une règle de trois 
dir^Ui^ Mafs cçtte distipction est tout à fait insignifiante : 11 
supiri), dans eb^qu^ i^^ parlicuUdr , d^nnftlyser avec soin la 
question, et Tpn m sera jamaii embarrassé ponr établir la 
prppprlioD Au rçste, iairow: a donné urio règle fort simplft 
pour ré3pudr6 le^ règles de troif ,- c'est que k plm petU terme de 
Iq prmi^r^ ^phoe çst m pli^ grand tmne d^ e^tte espioe commi 
le plus pçtik term dç (a ^mndf ^pècç !b§t w pku grand urmâ de 
cetu espèce^ ce qpi résulte évidemip($nt de I9 considération de^ 
proporlion^ [1] et [2]; qm, aulrurpent ; k rwp^duphti peUà 
terme de la premier^ (np^ç^ m plm grand l#*W d# WtU «spé^S M 
égal au rapport du plits petit terme de la seconde espèce au plus 
grand terme d^ cette espèçç. 

Il suffira dQnc d'eçpamin^r si fc «fmw ifWprwv 4qU ilr^^ p/w^ 
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grand ou plus petit que celui de son espèce, et il sera facile ensuite 
d'écrire la proportion^ pourvu toutefois qu'il doive y avoir pro- 
portion entre les deux termes de la première espèce et ceux 
de la seconde. C'est ce qui n'aurait pas lieu dans la question 
suivante : On a payé 800' pour creuser un puits de 30 pieds de 
profondeur : combien coûterait v/a puits de 60 pieds? — H est 
clair qu'il serait payé plus que le double de 800'; car, la diffi- 
culté du travail augmentant avec la profondeur du puits, les 
30 derniers pieds coûteront plus que les 30 premiers. Ce pro- 
blème ne se résout donc pas par une règle de trois y et pour en 
trouver la solution, il faudrait savoir suivant quelle loi aug- 
mente la difficulté du travail, à mesure que l'ouvrier descend 
à une plus grande profondeur. Mais dans un grand nombre 
de questions, au contraire, on a à considérer des grandeurs de 
deux espèces telles que, l'une variant et devenant par exemple 
un certain nombre de fois plus grande ou plus petite, l'autre 
devient nécessairement ce même nombre de fois plus grande 
ou plus petite ; on dit alors qu'elles varient proportionnelle- 
ment ou dans le mSme rapport. Ainsi, l'aiguille d'une montre 
parcourt dans un temps double, triple, etc., un nombre de 
divisions double, triple, etc.; les espaces varient, dans ce 
cas, proportionnellement aux temps employés pour les par- 
courir ; il n'en serait pas ainsi d'une pierre qui tomberait dans 
le vide à la surface de la terre. Il est donc essentiel de com- 
mencer par s'assurer que les quantités que l'on considère 
varient dans le même rapport ou dans un rapport inverse ; 
quant au fait de cette variation considéré en lui-même, il a, 
dans chaque cas, sa raison d'être en dehors de l'arithmétique, 
à laquelle il n'appartient pas de le démontrer. 

LU. 75 ouvriers^ travaillant 9*»! par jour^ ont fait un ouwage 
de 252* dont la difficulté était représentée par ^ : combien faudrait- 
il d'ouvriers, qui travailleraient 10^-^ par jour, pour faire ^ dans le 
même nombre de Jours, 42' 4p* 8p* d'un ouvrage dont la difficulté 
serait représentée par J, en supposant d'ailleurs que V activité delà 
' première troupe soit représentée par 72, et celle de la seconde par 77 ? 
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C'est là une de ces questions que Ton appelait règles de trois 
composé4S,ipaTce qu'elles peuvent se décomposer en plusieurs 
règles de trois simples. 

En effet, supposons que l'ouvrage et Tactivilé des ouvriers 
soient les mêmes dans les deux cas ; la question sera ramenée 
à celle-ci : 75*"^ ont fait v/a certain ouvrage en travaillant O**! par 
jour; combien faudrait^il d'ouvriers pour faire le même ouvrage 
en travaillant 10^-^ par jour? Il est clair que, puisque la se- 
conde troupe travaille plus d*heures par jour, elle doit être 
moins nombreuse : donc nous aurons, d'après la règle de La- 
croix, la proportion 

9 1 : 10 j^ :: a? : 75, 

ou, en multipliant par 24 les deux termes du premier rapport 
pour faire évanouir les dénominateurs, 

225:250 ::a?: 75 [i]. 

La valeur dea?, tirée de cette proportion, exprimera le nombre 
d'ouvriers nécessaires pour faire 252''' en travaillant lO^'-^par 
jour. Mais ce n'est pas 252^ que la seconde troupe doit faire, 
c'est 42'' 4P' 3^*»; nous avons donc à résoudre cette seconde 
question : af^ ont fait 252''; combien en faudrait-il pour faire 
42T 4pi spo9 II est clair que le second nombre d'ouvriers sera 
plus petit que le premier, et qu'ainsi 

42'^4P»8P<»: 252'^::a?':a?, 

a?' désignant le nombre d'ouvriers qui, travaillant 10^^ par 
jour, feront 42^ 4?* S^ d'un ouvrage dont la difficulté est repré- 
sentée par f . Pour substituer au rapport des nombres concrets 
42"^ 4»* 8P« et 252'' un rapport de nombres abstraits, nous con- 
vertirons ces deux nombres en unités de la plus baskse espèce, 
c'est-à-dire en pouces^ et nous aurons ainsi la proportion 

3080: 18144:: a?' :a? [2]. 

Mais la difficulté, au lieu d'être représentée par |, doit l'être 
par l : donc nous sommes conduits à cette troisième règle de 
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trois ; t/! ^mry^n ont fyU un ^uvrmm 4mt la Hffi^iki ut rêpré- 
unti^ P^r I ; cçmbisn fiivérmt-U ^(nmim pour faiiH im mmratf^ 
dont la difficulté le serait par \t II faut d*W(Aiit noins d'ou« 

yri^r» que ^ouvrage est mom difficile; dom 

î:f ::a/':a?'; 
m, eo iQUltipUAQt iMir )« l^9 4^l» termes du prçmidr rapport, 

14:i5::.a;^aj' [?]. 

a;'' repréiente 1^ oamhr^ dçi ou^riera qui sont néeessaires pour 
faire 42"^ 4p* 8p« d'un ouvrage dont la difficulté est représentée 
par 5, en travaillant lO"»!^ par jour, ^vec une activité repré- 
senlée par 72 : mais cette activité doit l'être par 77 ; donc nous 
î^urpn^ h r^^pucJre pette quatriôrne question : o/^ owner^^ dom 
r activité est représentée pa/r 1%, ont fait m e^Ulim Wixragê; cam^ 
bien faudrait-it d^ouvriers^ dont Factivité serait représentée par 
77, pour faire le même ouvrage? Puisque la seconde troupe a 
plup 4'^Ptivité que te première? çUedpitfttr^ TOomaMmbreuse; 
dflnc 

et la valeur que Ton trouvera pour âf résoudra évidemment le 
problème. 

Pour obtenir cette valeur, nous multiplierons les proportion^ 
[1]> [2], [3], [4] par ordre (860); et comme les quantités in- 
connues X, â/, 0^ seront factçprs coprpun» aux deux termes 
du second rapport de la proportion-produit, nous pourrpps 
les fupprimer, el 11 viendra 

2?&,3980,i4,7?:850rl8U4,U,77::a?^:?5î 

d'oà Von tire 

en supprimant les facteurs communs aux deux termes de Fex- 
pres^iQn de af. 

veQpqfi ^ réS9»4r^ (ILiv. I^lQiSt »Vt% ««« PQW I^M tmatéi 
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préeédemnent (VU...* XIIL... XXII.... XXVjyMnt, ooqsim on 
Y&U, tih, que les quwtHéa que Ton y eon«dèft y forment }es 
i^rm%$ de deux séries parallèles : chaque terme pris dans Tune 
d'elles correspond dans l'autre à un terme de même espèce ; 
et si Ton compare les deux termes correspondant à l'une quel^ 
conque des quantités considérées avec les deux termes corres*- 
pendant è une autre quelconque de ces quantités, il arrive 
toujours que ces deux quantités variant, sqU dans le même 
rapport, soit en rapport inverse. 

Tous eei problèmes peuvent aussi se résoudre fMir une mé- 
tbodç générale dite de rédueUon à FunUf. Cette méthode est 
ainsi nommée parce qu*elle revient h décompos^rchaquefàgle 
de trois simple en deux autres eyant chacune un terme égal h 
l'unité ; de sorte que Ton est romené h résoudre dea questions 
identiques aux problèmes I, IJ, lU, V et YI, Klie va être mise 
ep évidence par les exemples suivants, 

litll, 3S ouvrier» m fait, un §^tain mjt^gê m 186 jeun, 
combien faudrait-il de jours, à 24 ouvriers^ pour fwF^ U fnime 
ouvraga dans le§ rnênm conditicm? 

Nous raisonnerons de \% manière suivante : 

1* Si 32 ouvriers ont mis 126 jours pour faire un ouvrage^ 
combien un ouvrier mettrc^t-U de jours pour faire te même ou* 
vrage? 

Il est clair qu'un seul ouvrier mettra 32 fois plus de temps, 
c'est-à-dire un nombre de jours égal à 126ix32. 

2** Si UN ouvrier met 1261x32 pour faire un ouvrage ^ com- 
bien 24 ouvriers meUront-lis de jours pour faire le mime ou- 
vrage? 

H est évident que 24 ouvriers mettront 24 fols moins de 
temps, c'est-à-dire un nombre de jours égal à ia||ai = i26i 
X|S=r 168 jours. 

Ainsi, en disposantes données de la question et l'inconnue 
Kur deux lignes horizontales de la manière suivante : 

82«« I26i, 

Wm. ^ 
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on voit que la valeur de l'inconnue x s'obtient en multipliant 
la quantité donnée correspondante 126 par le rapport fj des 
deux autres quantités données, celle d'en haut étant divisée 
par celle d'en bas, si, comme dans notre exemple, elles varient 
dans un rapport inverse de celui des quantités de même espèce 
que Tinconnue {moins il y a d'ouvriers, plus il faut de jours), 
Le rapport se fornaerait en divisant celle d'en bas par celle d'en 
haut, si ces deux quantités variaient dans je même rapport que 
l'inconnue et la donnée correspondante. 

LIV. 48 ouvnersy travaillant 14 hev/res par jour^ ont mis 54 
jours pour creuser un fossé de 12 mètres de long sur 6 décimètres 
de large et 9 de profondeur^ dans un terrain dont la difficulté est 
représentée par 14 : combien de jours mettraient 36 ouvriers, qui 
travailleraient 10 heures par jour y pour creuser ^ dans un terrain 
dont la difficulté est représentée par 8, un fossé de 225 décimètres 
de long sur 8 de large et 4 de profondeur? L'activité et la force des 
premiers ouvriers sont représentées par 15 ef 21, et celles des se- 
condspar 18 ef 20. 

Nous commencerons par disposer sur deux lignes horizon- 
tales les quantités correspondantes, données et inconnue : 

kS^\ lk\. 54i.. 120K 6\. 9P^. L4*.. 15«.. 21'. 

36... 10... X... 225.. 8... 4... 8... 18.. 20. 

Supposons d'abord que les ouvriers travaillent le même nom- 
bre d'heures par jour; que le travail soit le même, ainsi que 
leur force et leur activité, etc.; nous dirons : 48 ouvriers ont 
mis 54 jours pour faire un certain ouvrage; combien 36 ou- 
vriers mettront-ils de jours pour faire le même ouvrage dans 
les mêmes conditions ? 

; 1 ouvrier mettra. 54^X48 

36 ouvriers mettront. . . . ^^^ = 541 X i|. 

Ainsi 36 ouvriers, travaillant 14 heures par jour, mettent 
S^^^XM pou^ creuser un fossé de 120 décimètres de long sut 
6 décimètresde large, etc.; combien de jours mettraient 36 ou- 
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vriers, travaillant 10 heures par jour, pour creuser un fossé de 

225 décimètres de long sur 8 de large, etc. ? Nous supposerons 

que les dimensions du fossé, la force et Tactivité des ouvriers 

soient les mêmes, et nous dirons : des ouvriers ont mis 

54i X U pour faire un certain ouvraçe'en travaillant 14 heures 

par jour ; combien les mêmes ouvriers metlraient-ils pour faire 

le même ouvrage en ne travaillant que 10 heures par jour ? 

En travaillant une heure par jour, ils mettront 54^ x ^ X 14. 

54^X4^X14 
En travaillant 10 heures par jour, ils mettront 2£r^ — 

=54Jx^Xi^. Ainsi 36 ouvriers, travaillant 10 heures par 
jour, mettent 54Jxt|Xi^pour creuser un fossé de 120 dé- 
cimètres de long sur 6 décimètres de large, etc. ; combien de 
jours mettrait le même nombre d'ouvriers, travaillant le 
même nombre d'heures, pour creuser un fossé de 225 déci- 
mètres de long sur 8 de large, etc. ? Nous supposerons que la 
longueur du fossé varie seule, toutes les autres conditions 
restant constantes, et nous dirons : des ouvriers ont mis 
54ixt3xi^ pour creuser un fossé de 120 décimètres de 
long; combien mettront-ils de jours pour creuser un fossé 
de 225 décimètres de long? 

54^ X tîX ^t 
Pour creuser un décimètre, ils mettront r|| — S. 

54J X 48 ^ J4 

Pour creuser 225 décimètres, ils mettront p^ — 25 x 225 

1 SiO 

= 54ix|f X }^Xflo« Où continuera de la même manière, en 
^-éduisant successivement à l'unité chacune des quantités de la 
première ligne, et déterminant ce que devient le nombre de 
ju. On trouvera ainsi : 

a?=54ixttXi*X?|SX|XjXAX{|X|i, 
54i.48. 14.225.8.4. 8.15.21 ,^. 
^"^^^«^ ^== .36.10.120.6.9.14.18.20 =^^^^^^^' 

(Il est bien entendu qu'avant d'effectuer les opérations on 
aura soin de simplifier la valeur de x, en supprimant aux deux 
termes de la fraction tous les facteurs communs que l'on aper- 
cevra.) 
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Ainsi, nous avons ramené le problème composé à la résolu- 
tion de plusieurs problèmes simples analogues au problèiQk 
LIII; rinconnue de chaque problème simple devient une don- 
née du suivant, et chacun d'eux se résout par kt réduction à 
Tunilé. Il est facile d'arriver à la règle générale suivante ; 

L$s données de la questioû et tmconnue étant disposées sur dfux 
lignes horizontales, en faisant correspondre les qtuintilés de mimé 
espèce^ la valeur de l'inconnue est égale au produit de la quantité 
donnée correspondarUe par les rapports successifs des quantités don- 
nées de mime espèce, diirisées : celle (fen bas par celte d'en haut 
quand eUes varient dans le même rapport que les quantités de Ve^ 
pèce de iHnconnue; celle -£ en haut pour cette d*en bas quand eUee 
varient dans le rapport inverse. 

LY. 75 ouvriers, travaillant 9^{ par jovr^ ont fait un ou^ 
vragede IS^'^yS, dont la difficulté était représentée par ^ : combien 
faudrait-iX d'ouvriers^ qui travailleraient 10^^ par jowr^ pour 
faire, dans le même nombre de jour s^ 84°", 7 d'un ouvrage dont kk 
difficulté serait représentée par \, en supposant d'ailleurs que Vac-- 
tiviié de la première troupe soit représentée par 7â, et celle g^ la 
seconde par 77 ? 

On conunencera par convertir chaque nombre entier et la 
fraction qui l'accompagne en une seule fraction ; puis on ré- 
duira au même dénominateur les fractions qui expriment des 
collections de parties de la même unité, et l'énoncé de la ques- 
tion proposée deviendra ceitti--ci : 

75 ouvriers^ travaillant ^ d'heure par jour, ont fuit un ù9h 
vragede ISkS décimètres dont ladif/iculté était représentée par ^: 
combien faudrait-il d^ouvriers, qui travailleraient^ d'heure par 
jour, pour faire^ dans le même nombre de jours, 847 décimètres 
d'un ouvrage dont la difficulté serait représentée par {^, en sup-- 
posant d'aiUeurs que ràclivilè de la première troupe soit reprè^ 
sentée par 72, et celle de la seconde par 77 ? 

On trouvera facilement pour le nombre d'ouvriers cherché : 

' a?=75-XiiiêXl^XHX^=27- 
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S U. PARTAGÉS PROPORTIONNELS. 

LTI. fmwstft 140 en tftns ptmki prùponbmttllés aux nom- 
bres 2, 3, 5. 

Si Ton désigne les trois parties inconnues par a?, y, z^ on 
aura, diaprés l'énoncé, la suite de rapports égaux 

â?:i::y:3:: i:5; 

â*oti, m vertu da principe du û* SW» et en observâm cpie 



240: 10:: a;: 2 
nO:iOt:îf:* 
140: 10 :u: 6 



d'Où 



«=:2.^t==2.24^4«; 
Jkâtt5.24«!fcl20; 



et, en effet, la somme de ces trois nombres est 240. 

LVII. PûHàptt 191 en trûU punies uttsë que la premièn 
styaàto seCMée :: 6 t 5, a( ^tie ta prefniète soit à ta trxnsième 
:: lu : o. 

Représentons les trois parties inconnues par x^y^ z^ et nous 
aurons immédiatement 

a?:y:: «:5, 
x:z::ib:s. 

Si les seconds antécédents de ces deux proportions étaient 
égaux comme les premiers, elles acquerraient un rapport com 
uiun ea intervertissant l'ordre des moyens, et Ton retomberait 
dâûs te cas du problème précédent. Tâchons donc de rendre 
égaux les seconds antécédents* On y parviendrait évidemment 
&ï multipliant tes deux termes >du second rapport de la pre-* 
mière proportion par 15, et les deux termes du second rap* 
port de la deuxième par 6 : mais il sera plus simple d'opérer 
Sûr ces deux rapports comme si l'on voulait réduire les deux 
fractions ^ et -pâleur plus petit dénominateur commun (108). 
Le plus petit nombre divisible par 6 et par 15 i^ao; je le divise 
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successivement par 6 et par 15, et je multiplie les deux termes 
du second rapport de la première proportion par le premier 
quotient 5, et les deux termes du second rapport de la deuxième 
par le second quotient 2, ce qui donne : 

a?: y:: 30: 25 ) ^,wq««x ( a?: 30;: y: 25 ). 

partant, a? : 30 :: y : 25 :: « : 16, etc. 

LVIII. Trois joiteurs qui s'étaient associés ont fait un bénéfice de 
30 francs. Le premier avait mis 20 francs^ le second 60, et le troi^ 
sièm^ 70. Combien revient-il à chacun*? 

Si les joueurs avaient tout perdu, celui dont la mise aurait 
été 2, 3, 4 fois plus ou moins grande que celle d*uu autre, 
aurait éprouvé une perte 2, 3, 4 fois plus ou moins grande; il 
est donc juste qu'il gagne au&si 2, 3, 4 fois plus ou moins que 
cet autre; donc les gains sont proportionnels aux mises. La ques- 
tion revient donc à partager 30 francs en parties proportion- 
nelles aux nombres 20, 60 et 70. On trouvera ainsi que les bé- 
néfices des trois joueurs sont 4 francs, 12 francs et 14 francs^ 
- LIX. Trois négociants s'étant associés ont fait un bénéfice de 
4750^ On propose de le répartir entre eux, sachant que le premier 
avait fourni 2000' pendant 5 mois, le second 3000^ pendant 
15 mois y et le troisième kOOO^ pendant 10 mois. 



* Cette question et la suivante sont de celles que les arithméticiens nom- 
ment des règles de société simples et composées. On y admet que les pertes 
ou les gaii*s des associés sont proportionnels à leurs mises et aux temps pen- 
duut lesquels ces mises sont restées dans la société ; et Ton en conclut facile- 
ment que les pertes ou les gains sont proportionnels aui produits des mises 
par les temps. En effet, soit h le bénéfice correspondant à une mise m faite . 
peudaut le temps ( j le bénéfice correspondant à une mise m' pendant le 

mî ih' 

même temps t sera b — ; mais si 6 — est le bénéfice correspondant à la mise 

m' faite pendant le temps t^ le bénéfice &' correspondant à la môme mise m' faite 

m' V m'tf 

pendant le temps t' sera b'=5 — ^ -, ou b'=&— ; c'est-à-dire que Ton a 

ii' = — , oub':6::mV;iîU. 
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Le bénéfice produit par une somme qui est restée dans la 
société pendant 5 mois doit être le même que celui produit 
par une somme 5 fois plus grande placée srâlement pendant 
un mois : donc 

2000' placés pendant 5 mois=2000f.5 ou lOOOO' placés pendant un mois» 

On verra de même que 

3000' placés pendant 15 mois=3000M5 ou 45000^ placés pendant un mois« 
4000'. id 10 =4000^.10 ou 40000' id. id. 

Ainsi la question revient à celle-ci : Trois négociants ont fait 
un bénéfice de 4750' ; on propose de le partager entre eux^ 
sachant que leurs mises respectives sont 10000', 45 000' et 
40 000'. Le premier recevra 500*, le second 2250', et le troi- 
sième 2000'. 

LX. Trois marchands se sont associés pour fournir à un ri' 
giment, le premier 510" rfe drap rouge^ le second 2000" cte drap 
bleu, et le troisième 3900" de toile. La qualité du drap bleu est 
les ^ de celle du drap rouge^ et le prix de la toile est le huitième de 
celui du drap bleu. On demande ce qui revient à chacun swr un 
bénéfice de a750'. 

Réponse. Le premier a gagné 765', le second 2400', et le troi- 
sième 585'. 

S m. QUESTIONS SUR LES INTÉRÊTS. 

On appelle capiM la somme que Ton prête ou que Ton place, 
et intérêt celle que Ton se Tait payer par l'emprunteur pour 
s'indemniser de la jouissance de ce capital pendant la durée 
du prêt ou du placement. 

Le taux de Tintérèt est la somme que rapporterait un capi- 
tal de 100 francs prêtj ou placé pendant un an. Létaux s'indi- 
que ainsi :'4 p. 7çi c'esl-à-dire 4 pour 100. 

L'intérêt est dit simple^ quand le capital reste le même du- 
rant tout le placement. On dit au contraire que les intérêts 
sont composés^ lorsqu'à la fin de chi^que période de temps cou- 

17 



tbi moEtfeiu». 

Yeiuitt, à ta fei àe ebsep^e aonée, par exemple, an jokit les 
Înlèfèt9 aa capital priaiîtif, pow former aa noov^aq ea^tak 
9aî» à aoa laiir,. i^rodtiira ii^èrè^ pendaDtkt période de temps 
suivante. 

Les questions relatives aux intérêts simples se résolvent k 
Taide des deux principes suivants : [•'l'intérêt, lorsque le temps 
ne change pas, varie dans le même rapport qiie te capital ; 
2* Tinlérêt d'un même capital varie d^ns. le même rapport que. 
le temps du pUcemeut» 

Soit, en général, uu capital Â, placé pendant nn temps t^ au 
laBX ♦ ; q»el sera nntérét I produit par ce eapftalî On posera 
^tnà k ^estk», qai a*eat autre qu^une règle de trois r 

VOQ* rapportent en. 1 au* , . Vy 

A' <•-... F; 

et Ton tro»vere feeflemwit que 

T)Blte est ter formirfe générale dea tntêrks^ simples. 

iXi. Um pm^onm emprun» AOO^ à m^m <k^. 5 poun l^ par 
an ; on demande quel intérêt elle devra payer au bout ds s^ 
mais. 

Cette questjbwfc reviaot èi c^^(â : ïQ^ rappoKtfint 5* d'intérêt 
en 12 mvis : combien 800* produiront-ils en 7 mois^ et rentre 
4aaa>prob)è«mLia. 

mp(nm : d3^,sa^ 

Si V(m avail^ Youte vésoodre ca^ questioii am inoya» dé la 
formule générale, on aurait remplacé^ A par aoo^, i pi^r5, el 
f par ^; an «ffi»l^ i rapréseiOaitt axdasiveoi^nt IfiHC^ét de 
VOû. francs, paadant wft fm,'t reprâoeute le teinps. exprimé, sm 
ann^; puisque le temps est 7 moiS| oa âewa deiîc pi'etidi^ 



par êMffffurrêafêi^ m hm ék éé mipif i9¥ tâht en prtnûtpA 
qkim ihiàtiUf 

Llntérét du capital SOO' est évidemdiéDf 99, dé È&Mê qttêh 
question n'est autre que celle-ci : 100' rapportent 5' dHntérét en 
12 mois; en combien de UfmpftOCf f^apporteront-ils 36ff 

Réponse : 10 mois 24 jours. 

LXIII. À combien pour 100 par an faudrait-il placer SOQ^pour 
retirer 36' d'intérêt au bout de ajoura? 

Ce problème revient au suivant : dOO' rapportent 36< en 
96 jours ; combien 10(/ prûduiseniHls en 360 jours? 

Réponse : 16',87. 

Si Ton avait voulu appliquer h formule générale, on y au- 
rait fait < = ^7j. (Dans les questions d'intérêt, on considère 
chaçnn dés doure mois dé Taiinée comme composé uniformé- 
ment de 30 jours, ce ({ni revient & compter seulement 3*60 Jours 
dans l'année.) 

LXIY . Quel est le capital primitif de 500', somme reçue UM m 
principal qu'en intéritê au bûui de S m^is, finté^H étam dé 10 
pour iOO-paranf 

On trouvera faeileineift que l'iâtèrfrl é'im franc plAeé à l(r% 
par afn est^' pour &B)oitf^ el(|u'aiâf)i l' vastl'+^âc IfTao bwM 
de 5 moisf lanten prineifMtl qa^nik idléfèts^ 0oftfey|i«ci# aivir li 
valeur d'uo capital au bout de 1^ mois et àr }(k%^ î4 fiamè mâttipticf 
1^ par ce cap»taL Par eonsé^uen^, 500' ett te prodiiîlé9|{ péi 
le capital inconnu : donc- on obtiendra ee cdpilak eadhrisaM 
500' par fî, ce qui donne 4i^*=4S0'. 

On peut aussi résotidre cette question m> moye» det {Hro^r<* 
tions,^ de la manière^ suivante ; 

Représentons par â? le capital incôniiu et par y^^» iâtèrM 
pouc 5 mois : nous trouverons une relation entre ce capital et 
son intérêt en nous proposant celte question : Le capital 100' 
rapporte ttf m t» moi»; 0omHen kf àc^iài if rapparteta-Ml m 
5 mxiis? Nous obtiendrons la sotulion de ce problème par la 
proporfion 

12.100^5-^^^1^^^ 
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Divisant le premier moyen par 5 et multipliant le second par . 
ce nombre (S53)y pour que rr forme seul le consé^iuent du pre- 
mier rapport, il viendra 

i200:a?::&o:y. 
Donc, en vertu du principe du n"" 2S8^ nous aurons 

i200+50:a?+i/:: 1200: a?, 
oubien 1250:500:: 1200:0;; 

d'où a?=ûûo^^mo = 480'. 

LXV. Une personne qui a besoin d*argent comptant propose^ le 
4 mai, à un banquier de lui escompter un billet de SOO^ payable 
fe 12 décembre suivant. Le banquier prend Tescompte à raison 
de 6 pour 100 par an : quelle somme remeUra-t-U au porteur du 
bUlet? 

U est clair que le banquier, sortant de sa caisse une somme 
qui ne doit y renU'er que dans 222 jours*, doit retirer un cer- 
tain intérêt de cette somme, lequel s'évalue à raison de 6 pour 
100 par an d'après les conditions de l'énoncé, et dont il devra 
trouver le remboursement à l'échéance du billet. La question 
proposée revient donc à celle-ci : Qud est le capital primitif de 
800% somme reçue tant en principal qu*en intérêts au bout de 
222 jours, Vintérit étant à 6 pour 100 f 

Héponse : 771^,46 (Problème LXIV). 

Majsles banquiers n'opèrent pas ainsi: ils trouvent plus com- 
mode de regarder le montant du billet comme un capiial ; ils 
s'en font donc payer rinlérét, et retirent par conséquent l'in- 



* Oû calculera le nombre de jours du 4 mai inclutivement au 12 décembre 
exclusivement (28 -f 30 + 31+31 + 30 + 31 + 30+ 1 1 =222) . Dans le commerce 
où la banque, on compte le nombre exact des jours; mais, pour simplifier les 
calculs, on regarde le jour comme ^ de Taonée, et non comme j^^, ainsi 
que nous Pavons déjà dit (Problème LUU). 
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térèt de l'intérêt de la somme quMls devraient remettre au 
porteur du billet. Ainsi ils cherchent quel est rintirét de dOO' 
pour 22% jours j le taux de V intérêt étant de 6 pour 100 par an. 
On trouvera de celte manière (Problème LXI) que le porteur 
du billet recevra 770'y40, Tescompte étant 29',60. On dit alors 
que V escompte est en dehors, tandis que dans la première ma- 
nière d'envisager la question il est en dedans. 

Ainsi on appelle escompte combiercial ou en dehors la re^ 
tenue qui est faite sur le montant Sun» créance qui ne doit être 
payée qu'au bout d'un certain temps, et dont on veut être payé 
avant l'échéance, La manière dont se calcule cette retenue dans 
la banque ou le commerce n'est pas équitable ; on retient, en 
effet, rintérét de la somme portée sur le billet (ou de sa valeur 
nominale), et on ne paye néanmoins qu'une, partie de cette 
somme. 

LXVI. Un banquier qui a un compte cootant avec un négo- 
ciant a reçu pour lui: !• 4528' le 16 février 1847 ; 2« 3256',75 
le 13 mars; 3^1520' le 1*»^ avril; déplus^ il lui redevait, au 31 dé- 
cembre 1846, 2321', 15. D'un autre côté, il a payé pour lui 2500' 
le \k janvier, et 5000' le 3 mai. On propose de régler le compte 
au ZOjuin 1847, sachant d^ ailleurs que le banquier s'est réservé 
une commission de ^ pour 100 sur les sommes qu*il a encaissées, et 
que létaux de IHntérit est de 5 pour^ 100. 

On pourrait évidemment résoudre la question en calculant 
d'une part ce que le banquier doit <iu négociant, tant pour les 
sommes qu'il en a reçues que pour leurs iniérêts, et d'une 
autre part ce qui lui est dû, tant pour les payements qu'il a 
faits que pour leurs intérêts et pour son droit de commission. 
Mais on a trouvé un moyen très-ingénieux d'établir un compte 
courant, et qui permet de te régler, presque sans calculs, le 
jour qu'on le désire. 

Il est clair que, si le banquier qui areçu 4528'le 16 février 1847 
en paye l'intérêt depuis le 31 décembre 1846 jusqu'au jour où l'on 
règle le compt?, le négociant lui devra l'intérêt de cette sommo 
depuis le 81 décembre jusqu'au 16 février, c'est*à-dire pour 



9êt PaOBLÈHBt. 

^7 jooni» On portera donc U premkr de ces intérèCe au doft da 
baoqitleF, et la seecnd 4 son avoir. 

Or, puisque iOO* rapportent 5* en «60 jours, Hntérêt fxjv 
franc p0W un jour est 7^ «e? ^gi, et par conséquent le capital 
khf^ rapportera en 47 jours ftfflli j SjViZ gpig&||Ju. Ainsi, poat 
ofKiîr finiérA d'un capital à 5 potcr lOO par an^ H faut multiplier 
le centième de ce capital par le nombre des jours pendant lesquels 
il a Hé placà^ et dimsâr Is produit {tes banquiers F appellent le 
tfoilBRCl) par It, de sorte que la somme des intérêts produits par 
âiffàretHs capHavm êst égale à telle 'des «ombres correspondants 
dkiisée parl^*, 

D*après cela, le jonr nnème oft une somme entre dans sa 
caisse ou en sort, le banquier porte en regard à son avoir 
ou à son DOIT le nqubre correspondant. Ainsi il écrira vis-à-vis 
de 4528 et à son avoir le nombre SISS*^*, produit de 45,fi8 
par 47. 

Yeutron maintenant régler le compte aq 30 juin, par exemple; 
QP M reppeliera que le banquier doit l'intérêt de chacune des 
sameief qu'il a reçues depuis le ai décembre jusqu'au 30 juin, 
c^^St^^dire pour là) jours, et qu'il a (on lui doit) Tintérôt pour 
le fnftme temps de chacune de celles qu'il a payées s de sorte 
qu*it foudra ainsi porter à spn doit ou à son avoir l'intérêt pour 
181 jours de la différence entre la somme des capitaux qui sont 
entrés dans sa caisse et la somme de ceux qui en sont sortis, 
différence qu'en style de banque on SLpptWe la balance des eapi- 



^ €0 vomlvelt, cocrei|iondaBt «u taux de 5 pour 100, p'appelle le divi- 
sBçm ^ cb^ug tauv GOFr9»pQQ4 ua 4ivissvr qui ea dépQiu) et m dépend que 
de lui. Ainsi, les diviseurs correspondants aux taux de 3 pour 100, 4 pour 100, 

l pour 100, sont respectivement 120, 90, 80. En général, si Ton appelle A 
le eapital, t le taux ée rîQtéfét, n le eembfe de jours pendaet lesquels ce 

capital a été placé, la valeur du nombre est Nr= — xn, celle du diviseur 
est9«^^, stVmtl^ «9U^^^ 

** Ce nombre est calculé à moins d'une demi-unité: car on conçoit qu'en 
le 4lvi«uil par Vt, la quetient ne sera pas erroné d'«n centime. 
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taux. Elle est ici, en fiiveur du négociant, de 1 1 6S5%dO— 7500' 
3:4125^90, somme quipour 181 jours produit Iokombrs 7468, 
que l'on porte au doit. On voit alors que la balance des nombres 
est 8112, dont le quotient par 72 fournit un intérêt de 1 12^,67 
que Ton écrit dans la colonne de$ sommes reçues, puis on 
additionne cette colonne, ce qui donne 11738^57. En ajou- 
tant ensuite aux payements faits par le banquier sa commis* 
sion, qui, à | pour 100 sur une somme de 9304^75 qu*il a 
encaissée, produit 3I',02, on trouve pour résultat 753l',02. 
Ainsi le banquier doit 11738^57, et il a 753l',02 : donc 
le négociant est créancier de la différence» «'6St-4-dire de 
4207^,55. 

On dispose ordinairement les comptes courants comme ci- 
après : 

Doit Jf. Jf*** son compte courant chez N***, banquier. Awîr. 



Janv, 
Mai.. 
Juin , 



fr. c 

Payé 2500, » 

Pavé 5000, », 

BHianre de- ca- 
pitaux 4125,90 
Comtoi>sitnîii 
sur 9394,75»: 31,02, 
Cfé»ncief pour 
balance .... . . 4'i07,55 

' 11738,57 



350 
6150 



7468 



13968 



Dec. 

Févr. 
MAra. 
Avril 



rr. 
Créancier.... 
Reçu 

H«vu. .« 

iniér«t êwt \à 
balance des 
nombres. . .. 



3321,15 

4«28,^» 
m6,7» 
1580, n 



114,67 



1173é,59 



' Il veau, va- 
iewlr !• juin 
1847. .« 



4307,58 



fitfiS 
1845 
1363 



èit9 



18981 



XVn. Um personne qui a besoin <f argent prtfpoae^ le 
%Ojuin 1853, à un banquier de lui escompter les effets suivants : 
V* un billet de 600 francs payable k 5 septembre 1853; %• un 
bUlet de 850^50 payable le \^ décembre 1858; 3* Un billet 
de 1000 francs payable le 10 jarnHer 1854. U banqui^ prend 
Vescompte à raison de 6 pour 100 : quelle ^omme remetlra4^ au 
porteur des bUkts? 
On appliquera avantageusement à îa solution de eeitt» qafit« 
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lion la méthode des nombres et dés diviseurs. Lé diviseur cor- 
respondant au taux de 6 pour 100 est 60; on disposera le cal- 
cul de la manière suivante : 

Capitaux. Dates. Jours. Nombres, 

600' du 20 juin au 5 sept. 77 462 

850,50 » l'idée. 164 1395 

1000 » lOjanv. 205 2050 



2450,50 3907 

65,12 



2385,38 (à payer) ; ^ = 65', 1 2 (escompte). 

On a compté les jours pour chaque effet, et formé les nombres 
correspondants; puis on a divisé la somme des nombres par 
le diviseur correspondant au taux donné. On a ainsi obtenu 
l'escompte que le banquier relient sur le montant de la valeur 
nominale des billets. 

LXVIII. Une propriété en vignes est à vendre : 

La première année, elle a produit 84 hectolitres de jvin qui s'est 
vendu à raison de 30' PhectotUre^ et les frais de toute espèce se sont 
élevés à 212'. 

La devxièms année, on a récolté 79 fiectolitres qui se sont vendus 
à raison de 35', et les déboursés ont été deïSi^. 

La troisième année, le produit a été de 103 hectolitres qui ont été 
vendus à raison de 32', et on a dépensé 236'. 

La quatrième année, la récolte a été de 51 hectolitres que Von a 
vendus à raison de 40', et on a dépensé 2 1 8'. 

La cinquième année^ on a dépensé 254', et on a récollé 112 Aec« 
tolitres valant 28' Chectolitre. 

Le revenu d'unepareille propriété s' estime en prenant la moyenne 
(Prohl. XVII) des revenus obtenus pendant 5 années consécutives; 
on demande combien un capitaliste^ qui serait obligé de faire gérer 
ce domaine par une pei sonne à laquelle U donnerait 5 pour 100 
du revenu brutj devrait t acheter ^ pour placer son argent à 4 | 
vour 100 par an. . 
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La dépense se trouvant augmentée d*un Tingtième du pro- 
duit brut, à cause des frais de gestion, on trouvera : 

Produit net pour 5 ans. Il 968', 15, 

Valeur de la propriété 53 19l',78, 

LXIX. Un manufactwrier veut acheter un terrain sur lequel 
il fmisse établir ses usines. Il a le choix entre deux propriétés 
différentes : Tune lui est offerte pour 100000 francs^ et Vautre 
pour 72000 francs. S'U achète celk-dy U l'occupera tout entière; 
ot s'il achète la première, il lui restera des terrains qu'il amodiera 
1500 francs. Dans les deux caSj il doit retirer de son commerce ^ 
qui lui produit un intérêt de 7 i pour 100, les fonds nécessaires 
pour payer son acquisition. Laquelle des deux propriétés doit-^ 
acheter? 

Réponse : La deuxième propriété. 

LXX. Un négociant a un compte courant avec un banquier, aux 
conditions suivantes: les intérêts se règlent au taux dek^ pour 100 
par an, et le banquier prend une commission de ^ pour 100 sur 
chaque somme qu^U encaisse. Ce négociant vient de recevoir une 
somme dont U ne pourra trouver V emploi que dans 18 jours; 
vaut'U mieux ^ pour lui, la laisser dormir dans sa caisse j ou la 
déposer chez son banquier? 

Rqi)onse : Le négociant gardera son argent. 

LXXL Quelle est la valeur actuelle i un liUet de 800 franespaya- 
ble dans 5 ans 5 mois? V intérêt est prisàYaison de 10 pour 100 
par an, et l'on a égard aux intérêts des intérêts. 

Pour se former une idée nette de ce qu'on entend par inté- 
rets composésy il faut concevoir qu'une personne emprunte une 
certaine somme, 200^ par exemple, pour un an. Elle devra à 
Téchéance du billet cette somme plus ses intérêts, c'est-à-dire 
220'. Si donc cette personne ne peut s'acquitter alors, elle 
devra à son créancier, au bout de la seconde année, les 220' 
qu'elle lui devait à la fin de la première, plus les intérêts de 
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eette somme ^ c'estnà-dire ftkV\ et ainsi de suite d'âimëê «n 
année, jusqu'à racquitteroent de in dette, de sorte qu'à la an ée 
chaque année les inlérêts s'ajoutent au capital pour produire 
eux-mêmes un inlérôt. Gela posé, puisque Tinlérôt est de 10 pour 
100, 1' rapporte en un an ^ d'intérêt, et vaut par conséquent 
l'+^ = iiî au bout d'un an, tant en principal qu'en intérêts. 
Ainsi, pour avoir la wdeur d'im capital au ^ut d'un an à 
10 pour 100, il faut le multipHer par ^. Il suit de là que l^ 
au bout de 2 ans, vaudra en principal et intérêts {^.IJ fi=(|^)>; 

au bout de 3.. m)*.tt =»=«*)•; 

au bout de 6 • , (Â^)». 

Donc, si le débiteur jouitencore de cette somme pendantsmois, 
il devra (Problème LXIV) à celte époque (4i)^}t : telle est 
donc la valeur d'un franc prêté à 10 pour 100 par an au bout 
de 5 ans 5 mois. Si donc on connaissait le capital inconnu, en 
multipliant ({i)' f| par ce capital, on devrait trouver 800'; donc, 
en divisant cette somme par (i^)'.|f , le quotient 

résoudra le problème. On trouvera 476',87. 

En* général, soient A un capital placé pendant n années à 
intérêts composés, i le taux de l'intérêt, G la valeur de ce ca* 
pital au bout de n années ; on aura la relation 



GcrA 



O+TJô)"- 



SU b» pUtceoieot était fait pendant n année» et un* frMtioD 
d'année -, on aurait 

On résoudra facilement, au moyen des logarithmes, les 
questions sur les intérêts composés» Ainsi , dans notre pro- 
blème, le logarithme de la valeur cherchée sem égal à 

log 768 + 5(1 — logU), 
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S IV. QUESTIONS DIVERSES. 

LXXIL Trouver au bout de combien d'armées, la population de 
la France sera doublée ^ en supposant que l'accroissement^ qui e^ 
-actuellement de j^ par an^ se maintienne le même. 

On verra facilement (Problème LXXI) que la population de 
la France sera, au bout de n années, les (fJJ)* de ce qu'elle 
est actuellement, de sorte que, pour qu'elle soit doublée, il 
faudra que ce nombre soit égal à 2. Donc le logarithme de 2, 
c'est-à-dire 

0,30 1 03 = log {{II)'' = (285) n . log (fg^) = n . 0,00223. 

Ainsi 0,30 1 03 étant le produit du nombre inconnu n par 0,00223, 
on aura la valeur de n en divisant 0,30103 par 0,00223, ce qui 
donne 135 ans environ. 

LXXIII. Un corps qui tombe dans le vide à la surface de la 
terre parcourt 4"»,9 dans la première seconde de sa chute; le 
triple de ce nombre dans la deuxième, le quintuple dans la troi- 
sième, le septuple dans la quatrième, et ainsi de suite. Gela 
posé, on laisse tomber une pierre dans un puits de mvne^ et F on 
trouve qu'elle est arrivée au fond au bout de n secondes. QwUe 
est la profondeur du puits, en faisant abstraction de la résis- 
tance de Tair, qui est peu considérable si la pierre est lourde, 
et du temps que le son emploie à se transmettre? 

Les espaces parcourus pendant la première, la deuxième, la 
troisième..., seconde de la chute, forment une progression 
par ditTérence dont la raison est le double de 4",9 ; de sorte 
que la profondeur du puits est la somme des n premiers ter* 
mes de cette progression. Hais il est évident que celte somme 
est égale à 4°',9 multipliés par la somme des n premiers nom- 
bres impairs, c'est-à-dire par n' (Exemple du n* U7I) ; de sorte 
que pour obtenir la profondeur du puits U faut multiplier le 
nombre 4",0 par U earré du nomàre de secondes que la pierre a 
mis pour arriver au fond. 



268 PROBLÈMES. 

LXXI V. Quelle somme devra-t-on remettre à un agent de change 
pour acheter 800 francs de rente sur l'état en 3 pour 100 ^ et 
500 francs de rente en 4 ^ pour 100, sachant : 1* que^ le jour de 
Vopèrationy le cours de la rente 3 pour 100 est 76^,75, H quz celui 
de la rente 4 ^ pour 100 est lOlSlO; 2* qu'il est dû à Vagent de 
change un courtage de 5 pour 100 du prix de la rente achetée? 

Puisque la renie 3 pour 100 est à 76', 75, cela signifie que, 
pour acheter 3 francs de rente, l'agent de change devra donner 
76',75; donc, pour acheter 800' de rente 3 pour 100, il devra 
donner 2ii^^i^^fiûfi = 20466',67 (Problème LUI). De môme, on 
trouvera, que pour acheter 500 francs de rente 4 ^ pour 100, 
il devra donner ^ Q<'^V^"<> = 11233',33. L'agent de change 

dressera donc son bordereau de la manière suivante : 

800' de rente 3 Vo à 76',75 20466',67 

500' de rente 4 ^ 7o à 101',10.. . . 11233',33 

3l700',00 
Courtage (Va p. Vo) 39',63 

31739^63 

On devra donc remettre 31739',63 à l'agent de change. 

LXXV. Combien, pour une somms de 22 000 francs ^ pourrort-^n 
faire acheter de rente 3 pour 100 au cours de 76',75? 

On commencera par observer que là somme de 22 000', re- 
mise à l'agent de change chargé de l'opération, se compose de 
la somme nette employée à l'achat de la rente, plus de ^ de 
cette somme pour courtage; donc 22 000' valent les gjj de 
celte somme; donc cette somme est 22 000'xfgû. Or, pour 
76',75 on achète 3 francs de rente; donc, pour 22 000'. |^, on 
aura rêr^X^^jl^ ^^ncs de rente, c'esl-à-dire 858',85. 

On trouverait tacilement qu'en achetant du 4^ pour 100 au 
cours de 10 1', 10, on aurait eu, pour la même somme de 22 000'^ 
978 francs de rente. 

LXXVI. Une personne a acheté une propriété 50000' payables 
dans dix ans et à raison de 5 pour 100 d'intérêt par an; mais 
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elle s'est réservé la faculté d^ acquitter sa dette au moyen de dix 
payements égaux effectués à la fin de chaque année* On demande 
quelle est Tannuité, c'est-à-dire quelle est la valeur de chacun de 
ces payements. 

Od voit d'abord que la dette à acquitter se compose du ca* 
pital 50000' et de ses intérêts composés pendant dix ans, et 
qu'ainsi sa valeur est (Problème LXXI) 50000^ (f^)". 

Cela posé , admettons que l'on paye un franc seulement au 
commencement de chacune des 10 années, et cherchons quelle 
partie de la dette on aura ainsi acquittée. En payant 1' au bout 
de la première année, le débiteur anticipe ce payement de 9 an- 
nées, de sorte qu*il se prive, en faveur de son créancier, de ce 
capital et de ses intérêts composés pendant 9 ans, (;'est-à-dire 
d*une somme égale à (f^)*; donc il éteint de cette manière une 
partie de sa dette égale à (J^)'. On verra de même que les 
payements effectués à la fin de la 2% de la 3*...., de la 9" et de 
la 10' année diminuent la dette respectivement de (^)', (|i)'..., 
1^ et de 1' ; le débiteur aura donc acquitté une somme égale à 

(îi)'+(^)'+(!i)'+...+fi + i, 

c'est-à-dire à la somme des 10 termes d'une progression géo- 
métrique croissante dont le precnier terme est 1, le dernier (fj)*, 
et la raison M. En appliquant la règle du n"" 276, on trou\era, 

pour cette somme, ^ — p = [(|i)" — 1].20. Telle est donc la 

20 * 

portion de la dette que le débiteur aura éteinte au moyen de 
10 annuités d'un franc ; donc , pour l'éteindre entièrement, il 
faudra que chaque annuité soit d'autant de francs que [(fj)^* 
— 1].20 sera contenu de fois dans 50 000'. (f^/*, c'est-à-dire 
que l'annuité soit égale à 

5 0000. (1^)** _ 2500>.(|^)*' 
[(|l,io_l].20- (ti/^-l • 

Pour eflèctuér ce calcul , on prendra la différence des loga- 
rithmes de 21 et de 20, on multipliera cette différence par 10, 
ce qu^ donnera le logarithme de (^y^\ on cherchera le nombre 
correspondant dans les tables, et, en en retranchant l'unité, on 
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aura la vateur du dénominatâur» Il sera fieicile d'aTonr eiisoito 
k logarilhme du numérateur, de sorte qu'il n*j aura ptu» q\fk 
en sou&lraire le logaribbirie du dénoo^inateur, et à chercher le 
nombre correspondant au logarithme résultanU Qel trourera 
ainsi que UannuUé eal de ^kl^^^è* 

LXXYIi* Une eampagniê ùffre^ p&ur un eetpital de 1000' ptaeé 
sur la Uie ê'vn enfant nouifpeaw^fiéy 3660^ payabtes à $a mngtième 
année. Il résulte des tables t>z MORTAuri que^ sur 1 000 000 d'ê%^ 
f<mss nés la mime arniée, U n'em reste après ^ ans que 502218. 
On demcmde quel sera le ténéfiee de la eomfaffnie si elle assufe 
lOOO enfants? 

La somme des mises e^ de 1 000 000^^ capital qm^ pkeé k i«k 
térèt« composés et au: taar de 5 pour 100 par ai», r<vadni 
SS5d'29l'a€ibou( (te 20 arvs. Ofy pubifoestfr lOOOOOOd'ea^ 
£ints nés la mêmearaiée, il n'en reste que 5Ct 21 6 apiès 20 at», 
sur lOOO il en restera 502 ; done k compagnie aura à payter, 
au bout de 20 an&» 3660' X 502ss 1 837 320, et pnr conséqœûi 
son bénéfice sera de 2653291 — l &37 320 = 815 971. 

LXXVflI. Vue personne âgée de soixante ans possède un capital 
qt/f elle voxd à fonds perdu^ moyennant une rente viagère de 7600^ 
par an. -On demande quelle est la valeur de ce capital, en supposant 
que ktauof de Viniêrit soit de ^pour 100 ^ qu'une persomte dffSe de 
soixante ans ait la probabilité de f>ivre encore treise ans,, et on 
admettant que la renie de 7600^ doive tire acquittée par manee M 
commencement de chaque emnée. 

li &uit de l'énoncé de ce problèim qee l'aequéreur dueapital 
a dû supposer qu'il aurait à faire treize: pajerneiite de 760tf 
chacun, le premier étant effectué le jour même de la signature 
du contrat de veniez €t le^ dernier au commencement de la 
treizième année. Ainsi, ati commenxîcmenr de la treizième an- 
née, le rentiev aura) joui du premier payittienl pewfarnt donoii 
années, du second pendant onze années,, du^troisiàme pendant 
dix années, et ainai desuitev St. donc sa rente érait de. 1', et 
qja'autlieu de rem^loyeA pwr sea-beaoiniv îL^eùt^Ittcée chea 



w teaqttîer auK u»% i» f^ pour 100 par aii,M Imaast aceur 
muler les intérêts, il se trouverait poMéd^^aKtetelreiuâiBA 
payement effectué, une somme égale à 

Telle serait donc la somme que Tacquéreur du capital aurait 
déboursée, s'il n'avait eu à payer qu'une renie de l^. Ptris donc 
que la rente est de 7600', îl aura réeUemeut payé 

mr- 1]. 2o.r«)a=r 152000. mv'- n. 

«Or cette somme doit être égale à. la valeur (|a'aura acqvisa la 
capital inconnu dans rintervalle compris entre Le premier ai 
W dernier payement» c'estrà-dire pendant douze ans^ et cette 
Yakur s'obtient en muUipUaut ce capital par (|^"î danc on 
trouvera le capital cherché en divisant 152000. £(ii/*— 1] 
P*^*' (îé)" ce qui donnera 

152000. [(^y>-i] 

En effectuant les calculs d'après les indications données dans 
le problème LXXVI, on trouvera pour résultat 74960', 50. Telle 
est donc la valeur du capital demandé. 

LXXIX. Insérer quatre moyens proportionnels entre 15 eJ20. 

On obtiendra la raison de la progression demandée en ei- 
trayant la racine cinquième de ^ (274), calcul que nous effec* 
tuerons par logarithmes de la manière suivante (284) : 

log 20= 1,30103 
log 15= 1,17609 

0,12494 
^^S\fî^= 0,02499 

l)onc, en ajoutant ce logarithme au logarithme du plus petit 
nombre» onaiu^ le logarithme du premier moyen; en l'ajou- 
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tant à ce nouveau logarithme, on trouvera celui du sedond 
moyen et ainsi de suite; donc 

log !•' moyen = 1,20108.... l** moyen =15,888 

log 2» moyen = 1,21607. ... 2* moyen = 16,830 

log 3' moyen= 1,25106. ... 3» moyen= 17,826 

log 4« moyen = 1,27605. ... 4» moyen=: 18,882 

LXXX. Insérer vm moyenne proportionnelk entre les nombres 
12 et 27 au moyet} de la Règle à calcul. 

La moyenne proportionnelle cherchée n'est autre chose que 
la racine carrée du produit de 12 par 27. J'amène le 1 de la 
Réglette sous ie premier nombre 12 lu sur l'échelle supérieure 
de la Règle, et, au-dessous du second nombre 27 lu sur la Ré- 
glette, je trouve sur l'échelle inférieure de la Règle le nombre 
18, qui esl la moyenne proportionnelle cherchée. Ce nombre 18 
repond, on eflel, sur Téchelle supérieure de la Règle, au pro- 
duit de 12 par 27 ; il est donc la racine carrée de ce produit. 
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DES DIFFÉRENTS SYSTÈMES DE NUHËRATIONs 

ET KH PàRTICULIBR 

DES SYSTÈMES DUODECIMAL ET BINAIRE. 



323. Si Ton réfléchit aux principes sur lesquels est fondé 
notre système de numération décimale (10 et 11), on recon- 
naîtra facilement qu'on aurait pu représenter tous les nombres 
en employant plus ou moins de dix chiffres. Le nombre des 
caractères dont on fait usage se nomme la base du système. 
Parmi ces différents systèmes de numération, il en est deux 
qui ont fixé généralement l'attention des géomètres : ce sont' 
les systèmes dtwdécimal et binaire. 

324. Le système de numération duodécimal est celui dans 
lequel on emploie douze caractères. Il faut donc en joindre 
deux nouveaux à ceux dont nous nous sommes servis jusqu'ici, 
afin de représenter les nombres dix et onze. Nous prendrons, 
pour cela, les deux lettres aei b; ainsi les douze caractères 
dont nous ferons usage seront 

0, I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, a, ft, 

et ils représenteront respectivement : zéro^ un, deux, trois^ 
qv^tre^ dnçy siXj septj huitj neuf, dix, onze. 

Gela posé, nous concevrons des unités de différents ordres, 
tels qu'une unité d'un ordre quelconque en vaudra douze de 
l'ordre précédent, et nous conviendrons qu'un chiffre placé à 
la gauche d'un autre représentera des unités douze lois plus 

18 
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grandes que celles indiquées par cet autre. Alors il sera pos- 
sible de représenter tous les nombres avec nos douze caractè- 
res ; car, quel que soit le nombre que l'on se propose d'écrire, 
on pourra le décomposer en unités du premier, du second, du 
troisième, etc., ordre; représenter tîhaque collection de ces 
unilés par Tun des onze chiffres significalife, et placer ce chiffre 
au rang qui convient aux unités qu'il (loit exprimer. 

528. Il suit de là que la difficulté de traduire, dans le sys- 
tème duodécimal, un nombre écrit dans le système décimal, se 
réduit à trouver combien ce nombre contient d'unités du pre- 
mier, du second, du troisième, etc., ordre duodécimaU On dira 
donc : Puisque chaque unité du second ordre en vaut douze 
du premier, il est clair qu*en divisant le nombre proposé par 
douze, le quotient exprimera le nombre total des unités du 
second ordre que contient Texprcssion duodécimale du nombre 
proposé, et que le reste en sera les unités simples. 

De môme, en divisant le quotient obtenu par douze, le nou- 
veau quotient sera le nombre total des unités du troisième 
ordre, et le reste le nombre des unités du second ordre que 
renfermera le nombre proposé. En continuant ainsi jusqu'à ce 
qu'on arrive à un quotient moindre que douze, on obtiendra 
tous les chiffres qui doivent composer l'expression duodécimale 
demandée* 

586. Gomme ce raisonnement est indépendant du système 
de numération dans lequel le nombre proposé est écrit, ainsi 
que de la base du nouveau système, nous eu conclurons cette 
règle générale : Pour traduire un nombre d'un système dans un 
autre divisez ce nombre par la base du nouveau système, puis ce 
quotient par ceUe bas^^ puis celui-ci encore par la nouvelU base, et 
ainsi de suite jusqu'à ce que vous soyez parvenu à un quotient 
moindre que cette base. Alors écrivez successivement à la droite de 
ce dei^nitr quotient le dernier reste^ le pénultième j l'antépénultième, 
et ainsi de suite jusqu'au premier^ et vous aurez l'expression de*- 
mandée du nombre proposé. 
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Exemph. Traduire dans le système daodédmal le nombre 
59321 écrit dans le système décimal. On exéeutera les dlTisions 
ci-dessous: 



59321 
113 
52 
41 
5 



12 


• 
12 




4943 
14 
23 
11»^ 




411 

51 

3 


12 


34 
lôsra 



Ainsi Vexpression duodécimale du nombre proposé est 2a365. 
Veul-on, au contraire, traduire dans le système décimal le 
nombre 2a3fr5 écrit dans le système duodécimal; on opérera 
ainsi qu*il suit : 



2aZbb 
43 
16 



a 




3524 
12 


a 


415 


. 44 


95 


2 


a 



kà 
9 



a 
5 



On a écrit, tomme on le voit, la nouvelle base «Kr dans le 
système duodécimal, et l'on a d'abord divisé le nombre 2a365 
par a d'après la règle du n* 40. Ainsi Ton a d'abord séparé les 
deux premiers chiffres à gauche, ce qui a formé, le premier 
dividende partiel 2a, que l'on a divisé par le diviseur a en 
disant : En trente-quatre (car le chiffre 2 vaut deux douzaines) 
combien de fois dix? 3 fois; j'écris 3; trois fois dix, trente*, de 
trente-quatre il reste 4, et Rabaisse le chiffre 3; ce qui donne 
le second dividende partiel 43, etc. On trouve ainsi que l'ex- 
pression décimale du nombre proposé est 59321, comme cela 
devait étie. 



527. Dans rarithmétique binaire^ <m n'emploie qne deux 
cariiclèreftO et !# en convenant qu'une unité d'un ordre quel* 
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couque en vaut deux de l'ordre précédent, et qu'un chiffre 
écrit à la gauche d'un autre exprime des unités deux fois plus 
grandes que celles représentées par cet autre. Eu appliquant 
au nombre décimal 89 la règle du n* 5S6, on trouvera facile-» 
ment que son expression binaire est 1011001. 

La longueur de Fexprelssion des nombres est un grand dé- 
faut de la numération binaire : sans cet inconvénient, ce sys- 
tème de numération mériterait la préférence sur tous les 
autres : car il est visible que les multiplications et divisions y 
reviennent à de simples additions et soustractions. 

Le système binaire met en évidence cette propriété remar- 
quable dont jouit tout nombre entier d'être la somme d'un cèr- 
tain nombre de. puissances de 2 répétées chacune une seule fois 
dans ce nombre. Ainsi l'expression ci-dessus du nombre 89 
montre qu'il est égal à 1 +2'+ 2*+2S 

II résulte de là qu'avec une collection de poids valant res- 
pectivement 1, 2, 2*, 2'...., 2» grammes, on pourra peser jus- 
qu'à (2''-^*— 1) grammes (276). 

528. Puisqu'on aurait pu représenter tous les nombres pos- 
sibles avec un nonibre quelconque de caractères, pourquoi^ 
dira-t-on, avoir choisi le système décimal? Il est très-probable 
que c'est la conformation de notre main qui a décidé le choix. 
Les systèmes de numération dans lesquels on emploierait plus 
ou moins de dix caractères auraient d'ailleurs de grands in- 
convénients : les uns en ce qu'ils exigeraient une table de mul- 
tiplication trop étendue, et les autres en ce que l'expression 
des nombres y serait trop longue. Au reste, on ne peut douter 
que si les géomètres avaient présidé au choix d'un système de 
numération, ils n'eussent préféré employer douze caractères; 
car la base eût été ainsi divisible par 2, 3, 4, 6, quatre divi- 
seurs que leur simpUcité rend très-usuels. 

SIMPLIFICATION DU CALCUL D£ LA RACINE CARRÉE. 

529. Lorsqu'on aura trouvé plus de la moitié des chiffres en- 
tiers de la racine carrée d'u/n nombre^ on obtiendra tom les au" 
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très en divisant le reste par le double de la radmô frouvée, et Von 
ne commettra pas ainsi une erreur tune unité. 

Représentons par n le nombre proposé, par a la valeur de 
*la partie trouvée de la racine, et par b la partie complémen- ' 
taire de cette racine, de sorte que 

n={a+hy=a*+%a. 6+6», 

dOU — t; =6+î— . 

Gela posé, désignons par q le quotient et par r le reste de la 
division de n— a* par 2a ; on aura 

.*+iS=«+25' 

et, en vertu du principe du n* 247, 

r—b" . -6*— r 

suivant que q est < ou > 6. 

Or, si b renferme m chiffres entiers, son carré 6* en renferme 
2m au plus, car ^•<10**; mais la valeur de a est exprimée 
par un nombre de (2m + 1) chiffres au- moins, puisqu'on sup- 
pose que Ton a trouvé pins de la moitié des chiffres entiers de 

b^ r 

la racine; donc — est moindre qu'une unité. D'ailleurs r-<l ; 
a 2a 

|. M 5« r 

donc— T — <1, et^ <i; et comme 6— g ou q—b est 

Terreur que l'on commet en prenant a +9 au lieu de a-|-6, 
selon que 9<6 ou >6, on voit que cette erreur est moindre 
qu'une unité si la racine est obtenue par défaut, et moindre 
qu'une demi-unité si on l'a par excès. 

Or, si la racine est exacte» b est un nombre entier, donc 6=9, 
etpartantr=6*s=9*; si 9<6, il faudra que r soit > 6* et à 
fortiori '^q^; mais si 9>6, il faudra au contraire que r soit 
< 6^ et à /oriiort <^; donc : 

La racine sera exacte^ ou approchée par défaut et à moins iTune 
unitéy ou approchée par excès et à moins d^une demp-unité, lorsque 
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te rutê dé la dMtUm ufa égal au carré duquotiâra de cette ditH* 
siarif ouplus gra/nd que ee carré, ou phupetU. 

n êst bon de remarquer que si le premier chiffre à gancbe de 
la racine n'est pas moindre que 5, il suffira de calculer direo-^ 
tement la moitié des chiffres entiers de la racine^ etl'on pourra 
obtenir tous les autres parla division» car b^ sera alors <2a. 

Exemple : Extraire la racine carrée de 67845396478952345. 
La racine devant contenir neuf chiffres, on calculera d*abûrd 
les cinq premiers d'après la méthode ordinaire, et Ton trouvera 
pour la valeur de cette première partie de la racine 260470000 
et pour reste correspondant 775578952345, qu'il faudra ainsi 
diviser par 520940000, ce qui revient à diviser 77557895,2345 
par 52094; le quotient est 1488, et le reste 420232345, quan- 
tité plus grande que le carré de 1488, car ce carré contiendra 
au plus huit chiffres (38) : donc la racine demandée est 
260471488, valeur approchée par défaut à moins d'une unité. 

SUR LA LIMITE DU NOMBRE DES DIVISIONS A FAIRE POUR 
TROUVER LE PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR DE DEUX 
NOMBRES, 

850. Si Ton divise deux nombres par leur plus grand com- 
mun diviseur d, et que Ton cherche le plus grand commun di^ 
viseur des deux quotients ainsi obtenus, les restes que l'on 
trouvera dans cette seconde série d'opérations seront respec- 
tivement égaux à ceux de la première divisés par d (80) : donc» 
dans la recherche d'une limite du nombre des divisions à 
effectuer pour trouver le plus grand commun diviseur de deux 
nombres, on peut supposer que ce plus grand commun divi- 
seur soit l'unité. 

Gela posé, soient D, E, F, 6,... plusieurs diviseurs consécu- 
tifs, et admettons que, conformément à la simpllHcation que 
nous avons indiquée au n* OS, chacun de ces nombres soit in- 
férieur à la moitié du précédent. Si la division de Ë par F a été 
faite par défaut, on a 

BsiW>aF<f&: 



et, si ellea été faite par excès, 

E=5oa>3F— &• 

Or, F étant plus grand que le double de 0, on iroit que 3F«-*6, 
qui est égal à âF+F--G, est plus grand que fiF+ 6, et qu'en 
conséquence, quel que soit le mode de division que l'on ait 
employé, on aura toujours 

^=ou>2F+G; donc £>5G, 

puisque F>2G; par suite, D>10G, 

car D>>2E. Ainsi, en comptant les restes dans Tordre où ils se 
succèdent à partir du dernier, on pourra dire qu'imre^^e quel- 
cqnquB est plus grand qm 10 /où celui qui viefU trois rangs 
avant ce reste; pr le dernier reste est 1» comme nous l'avons 
supposé; donc 

le reste qui occupa le (3+ 1)*^ rang surpasse 10 ; 

par suite, 

le reste qui occupe le (3+l+3)=(3.2+iy*^rang surpasseiO*; 
(3.2+l+3)=(3.3-f-iy*-rangsurpassel0»; 

; • (3.3-fl+3)=(3.4-J- !)***• rang surpasse 10*; 

• • • 

et, en général, U reste du rang (3f»4* 1) eurpasse 10**. 

Mais (3n4- 1} est précisément le nombre des divisions que 
Ton a eflfectuées, si Ton prends. s reste pour premier diviseur ; 
d'ailleurs 10* contient n + 1 chiffres; donc, pour que l'on 
elTectue plus de 3n divisions, 11 faut que le plus petit nombre 
contienne plus de n chifTres, ou autrement, le nombre des di- 
visions ne peut excéder le triple du nombre des chiffres du plus 
petit nom^e* 

Cette démonstration est extraite d'un article très*intéressant 
que H. Lionnet a inséré dans le quatrième volume des Nouvelles 
Annales de mathématiques. 
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551. Les puissances smcessives (Tun nombre plus grand que 
r unité sont déplus en plus grandes, et çroissmt indéfiniment. 

Il suit de la définition même de la multiplication que» si le 
multiplicateur surpasse l'unité, le produit est plus grand que 
le multiplicande : donc, les puissances successives d^une quantité 
plus grande que V unité sont de plus en plus grandes. 

Maintenant, représentons par a une quantité plus grande que 
Funilé, et appelons i Texcès de a sur Tunité, de sorte que 

0—1=6 ' ' [1]. 

Nous aurons évidemment a.(a— l)>ft, c'est-à-dire 

«*-a>ô [2]; 

car, pour répéter {a — 1) fois a, il suffit de le répéter a fois, et 
de retrancher a du produit*^. A plus forte raison aurons-nous 

a»-fl«>6 [3], 

a^—a^>h • [4], 
• 

a«— a«^*>6 [m]. 

Or, il est clair que la somme des premiers membres des m 
relations [1], [2], [3]...., [m] est plus grande que celle des 
seconds ; mais celle-ci est m fois h ou b.m, et l'autre se réduit 
à a* — 1 : car chacune des puissances o, «*, A?,...,, a**-* est 
alternativement additive et soustractive ; donc 

tf* — l>6.m. 

Si donc on veut que a"* soit plus grand qu'une quantité quel- 
conque c, il n'y aura qu'à donner à m une valeur telle que 
l'on ait 

h.m>c — 1; 

car à plus forte raison aura-t-on «"• — 1>(?— 1, et par consé- 



* Si a est un nombre fractionnaire^ oa. imitera le raisonnement fait dans 
la note du n* 270. 
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qaeTïta*>c. Or, si l'on divise les deux membres de cette iné- 
galité par 6, l'inégalité subsistera toujours dans le même sens : 
donc on aura 

Ainsi Ton pourra toujours assigner à m une valeur qui rende 
la m»*"'^ puissance d'une quantité plus grande que l'unité supé- 
rieure à toute grandeur donnée : donc, les puissances succes- 
sives de cette quantité augmentent indéfiniment^ ou ont Finfini 

pour LIMITE. 

532. Les puissances successives d^une quantité moindre que 
Funité sont de plus en plus petites^ et orU zéro pour lhote. 

Il suit de la déflnition de la multiplication que» lorsque le 
multiplicateur est moindre que Tunité, le produit est plus petit 
que le multiplicande : donc, les puissances successives d'une 
qiuintité moindre que Tunité sont de plus en plus petites. 

Soit maintenant a une quantité moindre que Tunité : je 
désigne par a' le quotient de la division de 1 par a, de sorte 
que a.a' = l; or, pour élever un produit à une certaine pwis- 
sance, il suffit d'y élever ses facteurs (la démonstration est la 
même que celle donnée dans la note du n*202) ; donca"'.a'"»= 1; 

et par conséquent, d'après la définition de la division, a**=-7^« 

a 

Si donc on veut que oT soit moindre qu'une quantité quelcon- 
que - plus petite que l'unité, il faudra que l'on ait -^<-, et 

partant a'**>c» inégalité à laquelle on pourra toujours satis- 
faire, comme nous l'avons vu tout à l'heure, puisque a'> 1. 
Donc, les puissances successives d^une çuantUé moindre que l'unité 
ont zéro pour limite. 

5S5. Le théorème que nous venons de démontrer prouve 
que, comme nous l'avons avancé au n* 278, le dernier terme 
d^une progression géométrique décroissante est étautant plus petit 
qu*U est plus éloigné du premier^ et a zéro pour limite^ lorsque la 
progression se prolonge indéfiniment : car, si l'on représente par 
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n le nombre des termes de cette progression» on a (S7S} 
l=za.r^^y et comme le facteur r"*-* àécrott indéfiniment, sin 
augmente jusqu'à l'infini, on voit que le produit a.f^ décroit 
aussi jusqu'à devenir nul. 

534. Nous avons dit (286) que si entre deux nombres quel- 
conques on insère im nombre infini de moyens proportionnels, 
la suite de ces moyens présentera toutes les nuances de la grandeur 
comprise entre ces deux nombres. Soient, en effet, (m— 1) le 
nombre des moyens proportionnels que l'on veut insérer enlre 
les deux nombres proposés, et q le quotient obtenu en divisant le 
plus grand par le plus petit; la raison de la progression formée 
par ces moyens sera \/q; de sorte que si a représente un de 
ces moyens, le suivant sera représenté par a. ^q Or je dis 
qu'on peut assigner à m une valeur assez grande pour rendre 
la différence (a.^—a) plus petite que toute quantité don- 
née S. En effet, pour qu'il en soit ainsi, il suffira que pq^l <-, 

a 

ou bien que 75 < ^ +;:> ^^ bien encore que ? < ( 1 + •) • 

Or nous avons vu (331) que les puissances d'un nombre plus 
grand que l'unité convergent vers l'infini en même temps que 
les exposants de ces puissances : donc on pourra toujours don- 
ner à m une valeur assez grande pour que n -| — j >jr, ou 

pour que a.*/? — û<'- Donc, en insérant un nombre de 
moyens suffisamment grand entre deux nombres quelconques, 
on pourra faire que ces moyens croissent par degrés nioindres 
que toute grandeur donnée* D'où Ton devra conclure qu't^ 
croîtront d'une manière continue, lorsque leur nombre sera infini^ 
sans quoi l'on passerait brusquement d'un moyen à un autre 
qui en différerait d'une quantité finie, ce qui est absurde, 
puisque la différence de doux moyens conE^écutifs peut éuie 
rendue moindre que toute quantité assignable. 

388. Nous venons de voir que l'on pouvait concevoir une 



progreMioii géométrique commençant par Tunitét qm renfinr- 
riiàt tous les nombres possibles : soient n et n' deux nombres 
quelconques, (p+ 1) ^^W+^) 1^^ rangs quMls occupent dans 
cette progression ; si Ton appelle r et f^ les raisons de deux pro*- 
gressions arithmétiques dont le premier terme est séro et qui 
correspondent à notre progression géométrique, on aura évi- 
demment 

L.naspr» L,n'=s5pV, 

et V.n=pr^^ V . n' =py, 

en désignant par les caractéristiquesL. et L\ les logarithmes du 
premier et du second système. U suit immédiatement de là que 

L . n L . n' 

Ainsi, te logarithmêt d'un mimé ficmbnf dam imm sustèmu 
différentSy ont entre eux v/n rapport conttani. Or, si n' désigne 
la base du second système (note du n"* Stt6), L',W sera l'unité, 
et Von tirera par conséquent de l'égaUté précédente 

L' • n=s rp--7 X L « n* 

Ainsi 9 pou/r former wm tabk de logarithmes, dam le système 
dont la base est un nombre donné n\ il suffira de miUtiplier les 
logarithmes renfermés dans la tablé déjà calculée, par une frac- 
tion dont lé numérateur est f unité , et dont 1$ dénominco^u^' est le 
logarithme de cetu base, pris dam l'aneien système. Cette fraction 
u nommé U moduls. 

THÉORIE DB8 APPROXIMATIONS; ERREURS ABSOLUES 
ET RELATIVES. 

S36. Les quantités qui entrent dans un calcul sont souvent 
incommensurables ou ne sont connues qu'approximativement; 
il s'ensuit que le résultat de ce calcul n'est lui-même qu'ap- 
proché, et diffère plus ota moins du résulukt exact que Ton 
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aurait obtenu en opérant sur lès valeurs exactes des quantités 
données. 

. L'erreur commise sur une cpjantité peut être appréciée de 
deux manières: où en elle-même et d'une manière absolue, 
ou bien comme une partie de la quantité sur laquelle elle a 
été commise. Dans le l** cas, Terreur est dite absolue; ainsi, 
en mesurant une longueur, on a trouvé qu'elle était égale 
à 1250"»,73 : si l'on prend seulement pour cette longueur 
1250"*,70, on commettra une erreur absolue de 3 centimètres. 
Dans le 2« cas, l'erreur est dite relative; ainsi, dans le même 
exemple, on a négligé 3 centimètres, c'est-à-dire 3 fois la 
ISSOVS^" partie de la valeur exacte; on a commis une erreur 
relative des j^^j^ de cette valeur. Ainsi nous appellerons 
ERREUR ABSOLUE la différence entre la valeur exacte d'une quan-- 
tité et la valeur ^ approchée qu'on lui svhstitu^. Nous appellerons 
ERREUR RELATIVE le rapport de V erreur absolue à la valeur exalté 
de la quantité considérée. 

537. Soit A un nombre quelconque^ entier ou décimal ^ com- 
posé de m 4-n chiffres; soit A! la valeur approchée de ce nombre^ 
obtenue en remplaçant par des zéros les n chiffres à droite du 
m"' chiffre significatif {dernier chiffre conservé à partir de la 

A A' 

gauche) : Verreur relative — - — commise sur la valeur appro^ 

A. 

cîiée A! sera moindre que ■ ,^ . 

En effet, le numérateur A — A', ou Terreur absolue, est un 
nombre de n chiffres nécessairement plus petit que Tunité 
suivie de n zéros, ou que 1 unité de Tordre du m«* chiffre du 
nombre A ; le dénominateur A est un nombre de m-|-n chif- 
fres, plus grand que Tunité suivie de m-j-n— 1 zéros, ou 
que 10*"* unités de Tordre du m"»« chiffre du nombre A; donc 

la fraction — j — , c'est-à-dire Terreur relative, est plus pe- 
tite que j^irT- 
Ainsi, soit A =1584372 16^; je prends pour valeur appro- 
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chée A' = 1584372000; on a m=7, n=3; Terreur relative 
A— A^ _ 1584372169—1584372000 169 

A ~ 1584372169 ""1584372169* 

est<^. 

Soit encore A= 1584,37216975; je prends pour valeur ap- 
prochée A' = 1584,372 16; on a m=9, n=3; Terreur rela- 
y^g ggj 1584,37216975 — 1584,37216 _ 0,00000975 _ 

1584,37216975 "" 1554,37216975 "" 

975 1 

158437216975' '^ ^"^ ^^^ < ÎÔ^' 

558. Si terreur relative commise sur un nombre cherché est 
moindre Ç'^Jq^j l'erreur absolue sera moindre qu*tme unité de 
r ordre de son m"* chiffre à partir de la gauche. 

A A» ] 

Supposons, en effet, que l'erreur relative ^^—r^ soit <-i-î 

A 10"* 

on en déduit, pour la valeur de Terreur absolue, A — A' <— • 

Or A est plus petit que lO"» unilés de Tordre de son m^ chiflre ; 

A 

donc T^ et, à fortiori^ Terreur absolue est moindre qu'une 

unité de cet ordre. 

U ne suffirait pas que Terreui relative fût moindre que — ^ 

pour en conclure que Terreur absolue sera moindre qu'une 

unité de Tordre du m*^ chiffre. En effet, soit T^<:: ^ \ 

A ^ 10"^* 

on en déduit, pour Terreur absolue, A — A' <--A-. Mais 

comme A est plus grand que 10**"* unilés de Tordre de son 
m"*' chiffre, on ne peut pas en conclure que Terreur absolue 
soit moindre qu'une unité de cet ordre. 

559. Nous allons nous proposer de déterminer avec quel 
degré d'approximation il faut évaluer les quantités incommen- 
surables qui entrent dans un calcul, pour que Terreur absolue 
commise sur le résultat de ce calcul soit moindre qu'une gran- 
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deur donnée r. Pour traiter cette question dans toute sa géné- 
ralité'^y nous allons examiner successivement les six eas qui 
pourront se présenter, et nous conviendrons de représenter 
par e Terreur absolue commune dont les quantités proposées 
devront être affectées pour que le résultat final ne aoU pas 

fautif de j. 

Nous donnerons dans les notes correspondantes à chaque cas 
la valeur de l'erreur relative du résultat en fonction d^ erreurs 
relatives des données. 

540. ADDTnoN. L'errcnr absolue totale ne peut pas évidem- 
meLt surpasser la somme des erreurs absolues partielles 
commises sur chacune des quantités à additionner; si donc la 
somme de m quantités incommensurables doit être erronée 

d'une grandeur moindre que p il suffira que chacune d'elles ne 

1 •* 

le soit pas de --T . 



* Une partie de cette théorie exige des notions d'algèbre. 

*' V erreur relative d'une somme est moindre que ta Mmme dêâ ertÈwrs 
absolues partielles divisée par la somme des valeurs approchées des quantités 
ccnsidéréêt, ces valeurs étant prisés par défaut. Elle est compriae entre laplus 
giande et la plus petite des erreurs relatives partielles; ainsi, soient A, B, C 
lef vateurs exactes ; €,€f, tf les erreurs absolues partielles : Terreur relative 
de la ttomme «1 ]«« erreurs relatives partielles sont 
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«'==5»' 


d'Où 'f<\^y 




-?c. 


d'où «^<£c; 
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Ml. Soustraction. Si les deux nombres étaient erronés 
dans le même sens, les erreurs se compenseraient en partie 
par la soustraction» de sorte qu'il suffirait que chaque nom* 

bre fût exact à moins de r pour qu'il en fût de même du 

reste. 

Hais si les deux nombres sont erronés en sens contraire, les 

erreurs s'ajouteront> et par conséquent il faudra calculer cba- 

1* 
cun d'eux à moins de ^ • 

849. MutTiPUCATiON. 1* Si un teul des fadeurg est ineom^ 
'mmsurabkj il faudra que Terreur commise sur ce facteur, 

multipliée par le produit P de tous les autres, soit plus petite 

que r ; donc ce facteur doit être exact à moins de pr. 

Exemple I. Supposons que Von demande le plus grand nom- 
bre entier contenu dans le produit du nombre incorhmensurable 
ic= 3,141592653.... par 17. Il semble qu*on pourrait résou- 
dre cette question en faisant en sorte que l'erreur commise 
sur it fût plus petite que ■^; et comme ^ est > 0,05, on pren- 
drait 3,1 pour valeur de ic, car la partie négligée serait ainsi 
moindre que 0,05, et à plus forte raison que ^. Le produit 
3,1X17 = 52,7 est donc inférieur à Htc de moins d'une 
T^nîté. Or, on conçoit que si l'on prend 52 pour valeur de 17iç, 



d'où Vonlire^ en additionnant, 



On prouvera de même que ^^v^ >y 

* L'erreur relative d*une différence est moindre que la somme des erreurs 
aJ}S(^iius partieUes des deux nombres à soustraire Vun de Vauêre, di9i9é€ par^ 
la différence des valeurs approchées de css quantités. On suppose le plus^ 
grand nombre approché par défaut^ et le plus petit par excès : l'erreur est 

a:=B {A-e)-(B+«T 
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l'erreur dont 52,7 est affecté, étant ainsi augmentée de 0,7» 
pourra très-bien surpasser une unité, et que par conséquent 
on n'est pas sûr que 52 soit le plus grand noml)re entier con- 
tenu dans 177C. M. Gmlmin a donné la règle suivante pour 
lever cette difficulté* : 

Si vous voulez U plus grand nombre entier contenu dans h pro-^ 
duit du nombre commensurable m par le nombre incommen- 
surable a, au lieu de prendre la valeur desL à moins de i près, 
calculez-la à moins de rê:^* * ^^^^ Q^ '^ produit corres- 
pondant ne sera pas trop faible de 0,1; si alors le premier chiffre 
décimal de ce produit est moindre que 9, sa partie entière répon- 
dra à la question, car elle ne sera pas inférieure d'une unité 
km.a. 

Mais si le premier chiffre décimal est un 9, vous prendrez une 
valeur de a exacte à moins de tuÀts,, de sorte que le produit corres-- 
pondant ne sera pas trop faible de 0,01 ; alors si la partie déd" 
maie de ce pxoduit est moindre que 0,99, sa partie entière répondra 
à la question^ car elle ne sera pas inférieure d'une unité à m.a^ 
et ainsi de suite. 

En conséquence, nous allons calculer ic à moins de ^^ près, 
et comme cette fraction est > 0,005, nous prendrons 3,14 pour 
valeur de it; le produit 3,14.17=: 53,38 sera donc inférieur à 
l^TT de moins de 0,1 ; ainsi 53 est le plus grand nombre entier 
contenu dans 17 ?7. 

Si Ton remarque qu'en ajoutant 0,1 à 53,38 on obtiendra un 
nombre > 17^ et <53,5, on en jconclura que 53 est la valeur 
de 17 ic à moins d'une demi-unité près. ~ * 

EXEMPLE II. Calculer le produit de ir par 4,729 à moins de 
^ millième. Nous allons, conformément à ce qui précède, 
chercher quelle valeur on[doit donner à irpour que le produit ne 
soit pas fautif d'un dix-millième. Il faudra, pour cela, que cette 
valeur ne soit pas en erreur de^^inrnnroô=?=T7lTMi><^>00002; 
ainsienprenant pour la valeur de tt, 3, 1416, quantité quin'estpas 

* Nouvelles Annales de mattiémaHques, V volume. 
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tropgrandede 0,00001, leproduit3,14I 3X4,729= 14,8566264 
ne sera pas Irop grand d'un dix-millième. Donc, si on le dimi- 
nue de 0,0001, le nombre résultant 14,8565264 sera plus pelil 
que le véritable produit ; ce véritable produit surpasse donc 

14.856 de plus de 5 dix-millièmes ; il est d'ailleurs inférieur à 

14.857 ; donc sa valeur est 14,857, à moins de \ millième. 

Exemple III. Veut-^m le produit de 7 f par ^2 à moins (Tun 
demi'dixième près (ou ^) ; on observera qu'en vertu du principe 
du n° 202, 7 I . ^2 = y (TÏPTi, ce qui nous ramène à la règle 
donnée au même numéro. On formera donc d'abord le cube 
dé 7 1, ce qui donnera 4fP, on multipliera ce cube par 2, puis 
le résultat par 20* ; on extraira la racine cubique du produit 
7023616, et Ton trouvera 191 : ainsi la racine demandée tombe 
entre ^=9,55 et A^=9,60; sa valeur est donc 9,6, à moins 
d'un demi-dixième\ 

545. 2» Soit un produit de m factevrs incommensurables. 
J'appelle A', B', G', . . . . , K' les valeurs approchées, mais inconnues 
de ces facteurs, et e Terreur que l'on doit commettre sur cha- 
cun d'eux. En prenant le produit A'.B'.G'....K' au lieu du vé- 
ritable, on commettra une erreur e qui aura pour expression 

e=(A'+e)(B'4-e)(C'-|-e)....CK'+e)-A'.B'.G...,K'; 
or, si l'on développe le second membre de cette équation d'a« 
près la règle donnée dans l'algèbre, il viendra 



* L'erreur relative d'un produit da/ns lequel un seul facteur est incom- 
mensurable est égale à V erreur relative de ce facteur. Soient A' la valeur ap- 
prochée du facteur incommensurable, e Terreiu: absolue commise sur ce fac- 
teur; sa valeur exacte sera A=Â'+e; donc^ en appelant P le produit de tous 
les autres facteurs exacts, on aura 



l'erreur relative sera donc 



AP=A'P+«P, 
AP— A'P=«P; 



AP— «A'P fiP e 

— -— — =Tp=r (erreur relative du facteur A'). 



19 
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en desigtlant eïi général par S» la âomttié dés produits dilîé- 
renis nkn que Ton peut faire $vec lés m facteurs A',B'tC*,.... 
a i ou bien, en mettant é en facteur commun, 

Or, si ron repré!jente par ç (e) le produit (A* +e) (B'+c) (C'+é). .. 
QL' + ê), on k 

dditc 

Mail il est évident que le iecond membre de cette équatiôU 
surpasse la quantité qui est compila entre parenthèses dans le 
deuxième membre da l'équation [a] ; donc 

«<6.<p'(e). 

Or, <p' {e) eât la somme des produits (m— l) à(m'--l) des fac^ 
teurs proposés; donc, si Ton appelle S"„^ la somme des pro- 
duits (tn — 1) à (m— 1) de m facteurs quelconques, mais tous 
plus grands que ceux-là, l'erreur e sera à fortiori plus petite 

que eS'mr^ ; donc, pour que s soit <-^ il suftira que Ton ait 
sS'^<i, d'où e<^-^ [i]. 

Exemple. yeutH>D, à moins de 0,1, le produit de ir>par iog2 
et par v^5 ; on observera que w<8,2 , log 2 < 1, v^5<2, et 
qu'ainsi S'«i-i« M-1 -fM^a^- 1.2 a» 8,3 -f^ 6,4+ 2»* 11,6 ; 

on devra donc prendre (542) 

^<rhi or îl^<0,008; 

(insi il suffira de calculer chaque facteur à moins d'un demi- 
ciîiilièine près. On trouvera de cette manière 3,14.0,30.1,71 
-^ l,6â:0?2*. 

* Verreur relative d'un produit de plusieure fûetewrs ineommensurablex 
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544. Puissances. Soit A* un nombre quelconque supérieur 
au facteur que Ton veut élever à la puissance m; 11 faudra que 
la valetir de ce facteur soit exacte à moins de 

carSV-i = mA*"*-*. 

Si Ton veut traiter cette question directement, on dira : soit 
A' la valeur approchée par défaut du nombre proposé ; en 
prenait A'* au lieu de (A' + e)*, on commettra une erreur c 
qui aura pour expression 

.==(V+e)«— A'-==e*'+mA'e*^ + îîî^?^^ A'^e" 

-f-,#..+rîlA'^*«> 
ou, ce qui revient au méme^ 

e == e Te--* + wi A'e---» + ^î^^î^ 

Mais on a évidemment 

m(A'+e)-^=me— *+m(m— l)A'e-* 

^ m(m^ 1) (^-^) j,.,^^_+^^^^u 
1 • ^ 

donc l'erreur s est moindre que m(A' + e)"^*6 et à fortiori 
moiudre que mA"*"*6, si A" > A' + 6 ; donc encore 

^ 1 " 
*^mA"-*a* 



est plus petite que la somme des erreurs relatives de chaque facteur, GonsidC- 
rons d*abord deux facteurs, A et B ; doieat éj 0^ iears erreurs absolueis. 
L'erreur absolue du produit s&vé 

AB— (A— e) (B— =A«'+Be— ee'; 
Terreur relative du produit sera donc 

AB ^B"^! AB^B"*"Î'' 

oe qu'il fallait démontrer. On eu déduit fueilemeolle caâ d'un Boàabre quel* 
conque de facteurs. 

* l'erreur relative 44 Uk m** pui«»nc$ 4*un mmUm 9st vmndre que m fou 
Verreur relative de ce nombre. 
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548. Division. I® Le diviseur est exact et le dividende est incom- 
mensurable. Soient A et B le dividende et le diviseur, et A — e 
la valeur approchée, par défaut, du dividende; le quotient 

approché sera représenté par —g—, et, le véritable Tétant par 
g, l'erreur commise sera g : donc 

e<^ [3]. 

2® Le diviseur est incommensurable j mais le dividende est 
exact. Supposons que Ton prenne le diviseur par excès 
et représentons-le par (B + e) , le Téritable étant désigné 
par B. L'erreur commise sur le quotient aura pour expres- 
sion 

A A _ Ae 

B B + e^BcB+e)' 

de sorte qu'on devra avoir 

Ke 1 



B(B + e)^Ô' 

d'où l'on tire ôAe<B*+Be, puis (ÔA-.B)e<BS et enfin 

^ B« 

Désignons par B' un nombre quelconque <B; B'^ sera <BS 
et 5A — B' sera au contraire'> SA — B ; par conséquent, la 



* V erreur réUitive du qiMtimt^ lorsque U dividende seul est incommen- 
surable, est égale à Verreur relative du dividende. En effet, Terreur abso- 
lue du quotient est g, le quotient exact est g ; Terreur relative est donc 

^ : - c= ^ , c'est-à-dire égale à Terreur relative du dividende* 
B B A' 



APPENDICE. 293 

B'$ B* 

fraction Tj—g7 sera < v._y de sorte qu'on devra prendre 

B'* B" 

e < jT—^ [4] » ou plus simplement « < ir P]» 

car il est évident que ^r < tt^Zw • 

S*" Le dividende et k diviseur sont incommensurables. Je suppose 
que Ton prenne le dividende par défaut et le diviseur par excès ; 

ainsi, le véritable quotient étant K 9 le quotient approché sera 
ç^, de sortequererreur commise sera 

A A— e_ (A+B)e 
B BH-e""B(B+6)* 
on posera donc 

(A+B)e ^ 1 ,, . ^ B* 
B(B+^^Î' ttoa e^___.. 

Soient B' un nombre quelconque < B, B'^ au contraire un 
nombre >B, et A" un nombre >A ; on aura évidemment B'*<B", 
SCA'^+B'O — B'>5(A+B)— B, de sorte que la fraction 

a(A^^+B^O— B' s^ramoindre ^^^ ^(j^^bj^b ; par conséquent 
la limite de l'erreur qu'on devra commettre sur le dividende 
et sur le diviseur sera donnée par la formule 

B^' 

^<a(A''+B")— B' '• ■'• 



* L'erreur relative du quotient, lorsque le divisetir seul est ineommenr- 

surahlej est moindre que Verreur relative du diviseur. Nous venons de voir, 

en effet, que l'erreur absolue commise sur le quotient avait pour valeur 

Ae A 

dans ce cas . ; or le quotient exact est = ; Ferreup relative est donc 

BfB + fl) * B^BTê* quantité plus petite que |, c'est-à-dire que l'erreuK •- 
lative du diviseur. 
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OU plus simplement par 

846. DADsIa plupart des applications, le (ïuotîent que l'on 
substitue au véritable doit être évalué en décimales ; mais alors 
si Ton néglige dans ce quqtient les chiffres qui ^ut d'un ordre 
inférieur à celui dont est l'unité décimale qu'on a prise pour 
Umtie de l'approximation, il pourra se feire que cette erreur, 
ajoutée à celle dont ce quotient est déjà affecté, soit plus grande 
que celle que l'on yeut commettre. On évitera cet inconvénient 
en appliquant encore ici la règle que nous avons donnée à la 
page 288 pour la multiplication, c'est-à-dire que l'on prendra 
pour e une valeur 10, ou 100, ou 1000 fois plus petite que celle 
donnée par les formule» que nous venons d'établir. 

Exemple. Calculer h moins dSm demî^centième pr^ Iq va- 

Uv/r de la fractiov^ — j— , dans laquelle w représente le nombre 

3,1415926535.... Pour appliquer ici la formule [7], nous pose- 
rons S^2000, B'=4, l, B"=4,2, et A"=2,2, ce qui donnera 
^<Caûîî o.^ .4=^4lïï^> 0^ c^t'^ fraction étant plus grande qu'un 
millième, nous devons prendre la valeur de f à moins de 0,001, 
ce qui nous conduit à diviser 2,141 par 4,142, car nous 
fipmmes convenus d^ prendre le dividende par défaut el le divi- 
seur par excès (548, 3^). Le quotient est 0,516.... Comme son 
troisième chiffre décimal surpasse 4, il est évident qu'il est 
plus près de 0,52 que de 0,51, de sorte que 0,52 est la réponse 
à la question. 



* L'errwr relaiwe du quotient j lorsque le dividende et le diviseur sont 
incommensurables j est plus petite que la sorfime des erreurs reUitives du divi- 
dende et du diviseur. Soient, en effet, A — ^ le dividende approché par dé- 
faut, B + e* le diviseur approché par excès; Terreur ahsolue du quotieot est 

quantité moindre que — '■ = 5 + t ; c'çst-à-^ire moindre gué la somme 
des erreurs relatives du dividende «t du diviseur. 
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Si le troisième chiffre décimal eût été plus petit que k^ il est 
éTident qu*en ajoutant au quotient upe quantité moindre quç 
0^005 ou n'aurait pas obtenu 0,515, et qu'alors ce quptient 
eût été plus près de 0,51 que de 0,^%; doue oq aurait dû 
prendre 0,51 pour sa valeur. 

Si le troisième chiffre du quotient eût été 4, alors, en ajou- 
tant à ce quotient une quantité inférieure à 0,0005, on aurait 
pu irmY&r m nomln^e plus petit ou plus grand que o,5U, de 
sprte qu'il ii'y aurait pas eu de raison pour préférer 0,^1 gxi 
0,52. Dans ce (las, Il aurait fallQ r^commisncer le çaicnl en prer 
nant 0,0001 pour limite de e, et si le quatrième chiffre du nou- 
yeau quotient n'était pas un f ^ il n^yanrait aucune incertitude* 
et l'on prendrait 0,51 ; mais si ce quatrième chiffre est un 9, il 
faudra recommencer le calcul en prenant 0,00001 pour 
limite de e*. 

547. Racines. Pour extraire la racine wf^^ Sun» quantité 



* Les principes que nous avons donnés s\^r l'évaluation des erreurs relatives 
peyvent aussi être employés pour déterminer un produit ou un quotient avec 
une approximation donnée. En effet, pour calculer ce produit ou ce quotient à 
moins d'une unité de Tordre de son tn"* chiffre à partir de la gauche (ou en d'au- 
tres termes pour trouver ses m premiers chiffres), il faudra faire en sorte que 

Terreur relative commise soit moindre que t-— ou que ._ , ,^ ,^, . (338), 

lu (K-f" 1) 1U"~ 

en désignant par K le premier chiffre signiicatif à gauche; or, cette erreur 
résultant des erreurs relatives soit des deux facteurs, soit du dividende et du 
diviseur, on verra facilement quelles erreurs relatives il conviendra d^ eom- 
mett» sur ceux-ci, c'ei&t-à-dire combien de chiffres U faudra prendre dans 
chacun d'eux (339). 

PwBiQER SxEMPLB.— Calcutm t9s CINQ premiers chiffra si^ntficaUfk à gau- 
ebê du produit de i23,4&07A95 par 18,97654327 à moins d'wM unité de Tor- 
dre du dernier coffre çaky^U; ei> d'ajjtres term^, calcyjier c5 produit à 

' moips de ^^^^ = — de sa valeur exacte. Pour que Terreur relative de ce 

produit soit < 7^> il suffit que Terreur relative commise sur chaque facteur 

m% -? f • J5 if^^^ d^ »" ?*?)> ?t 4 fjtrtiori, gu'elle «>i* <î ^ • {5 ^ j^* 
On pmndfs donedana chaque fketwir «-|* lasl chiffres à partir du premier 
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quelconque k, à moins de r, multipliez cette qiuintité par 8°", eo?- 

trayez la racine m'*"' du plus grand nombre entier contenu dansHe 
produit^ en ayant égard à la règle donnée à la page 288, et divisez 
cette racine par B. La démonstration est celle même que nous 
avons donnée pour les racines carrée et cubique. 

348. Pour faire une application de toutes les règles que nous 
avons établies, nous allons nous proposer de calculer à moins 
d'un demi-centième près la valeur de la fraction 

TT»— l0g7 ' 



chiffre significatif à gauche, et Ton multipliera 123,4567 par 18,97654. On 
fera d'ailleurs usage du procédé de la multiplication abrégée (145) : 

1 2 3,4 5 6 7 
4 5 6 7 9 8 1 



12 3 4 5 6 7 

9 8 7 6 4 8 

11110 5 

8 6 3 8 

7 3 8 

60 

.4 

2 3 4 2 7 6 



Le produit cherché est 2342,7; il est exact à moins d'une unité de Tordre 
de son cinquième chiffre significatif, c'est-à-dire que Terreur absolue est 
moindre qu'un dixième. 

Druxièmb Exemple. — Calculer les trois premiers chiffres du quotient de 
25,2 jparn^ 3, 1415926535...., à moins d'une unité de Vordre du dernier 

chiffre calculé; en d'autres termes, calculer ce quotient à moins de r— = — 
, 1000 10» 

de sa valeur exacte. Pour que Terreur relative de ce quotient soit < ^,il 

' 1 

suffira que Terreur relative du diviseur soit < ^ (note du n* 845^ 2"). On 

prendra donc au quotient 3 + 1 = 4 chiffres, et Ton divisera 25,2 par 3,141. 
Le quotient 8.02 est exact à moins d'une unité de Tordre de /son troisième chif- 
fre significatif, c'est-à-dire que Terreur absolue est moindre qu'un centième. 
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dans laquelle ic représente le nombre 3,141592653589793. . . . 
Il est facile de voir : !• que w étant compris entre 3, I et 3, 2, 
son carré est>9,61 et < 10,24 ; 2« que w»> 9,61. 3 = 28,83 et 
< 10,24 X 3,2 = 32,768 : que par conséquent v^î?> 5. 

D'ailleurs, log 5>0,6l et log 7<1, Ou fera donc dans la 
formule [7] 

B'=28— 1 = 27, B' = 33,A"= 10,24 + 0,61— 4 = 6,85, 

et l'on trouvera, d'après la règle de la page 288, e< ao^rfo^atf 
==5loUïï= 0fi09. . • . Ainsi il suffira que les deux termes ne 
soient pas erronés chacun de neuf millièmes. En conséquence, 
comme le numérateur doit être pris par défaut (345, 3®), w* et 
log 5 devront être évalués par défaut à moins de 2 millièmes 
(542), et v^TC* par excès à moins de 4 millièmes (543) ; mais 
il seira plus commode de calculer ces trois valeurs à moins de 
0,001. Commençons par \/ic*. Pour être sûr de Tapproximatioa 
demandée sur v/w*, il nous faudra calculer cette racine avec 
quatre décimales, et par conséquent t^ avec huit; en consé- 
quence nous déterminerons, par la méthode iiOughtred^ ir* à 
moins d'un billionième, et nous en déduirons n* à moins d'un 
cent-millionième. On trouvera ainsi 



9c= 3,14159265358 


Tc» = 9,8696044007 


8 53562951413 . 


5 3562951413 


9,42477796074 


29,6088132021 


31415926535 


9869604400 


12566370612 


3947841760 


314159265 


98696044 


157079630 


49348020 


28274328 


8882640 


628318 


197392 


188490 


59214 


15705 


4830 


942 


294 


155 


45 


24 


31,0062766660 


7^^=9,86960440078 


7t'=31,00ô27667 
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et par 9uUe ^^bfi^S^, , . , de sorte que la valeur pw exc^ 
de v^ic^ est &>M9 à moins d'un mUUèoEiie prè9 ; dQoc 

log 5=0,602 



10,471 
v/î?= 5,569 

it*+log5— v/?=4,902. 

Le dénominateur de la fraotion proposée devant être calculé 
par exoèSy nous pr^iâmna 

it»==31,pÛ7 
log 7?= 0,8^5 
ii»^l0g7 5=3P,J62. 

Enfin, en dirisant 4,902 par 80,162, on trouvera 0,1685, de 
sorte que lataleur demandée est 6,16. 

549. Il arrive spuyent que Top doit opérer sur diçs nombres 
qni Ujç sont qtfapproctiés, et on a alor§i en général, des idées 
fort peu exactes sur la grandeur des erreurs qui pepvenl affecter 
les résultats que Ton obtient. Nous allons nous occuper de 
' l'évaluation de ces erreurs, et d'abord nous observerons que, 
comme le cailcul des nombres décimaux se ramène à celui des 
nonibrcs entiers^ nous pouvons nç considérer que de pareils 
nombres; et, pour déterminer Terreur définitive, il suffira de 
multiplier ou de diviser celle relative aux nombres entiers par 
Tunité suivie d'autant de zéros que Ton devra porter la virgule 
de rangs vers la droite ou vers la gauehe du résultat entier que 
Ton aura trouvé. 

380. Soient a et ô deux nombres entiers supposés erronés de 
moins d'm^e demi-unité: il est clair que nous n-jron'^une limite 
de l'erreur qui peut affecter leur produit, si nous les supposons 
tous deu:^ erronés d*une demi-unité et dans le même sens. En 
conséquence, le véritable produit devra être 

(a±i). {b±i) =ab±:i ia+b)+i. 
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Donc Terreur commise» en sabstituant le produit ai à celuK-ci» 
est lensiblement ^{(k+b); mais Ha+b) contient au plos au- 
tant de chiffres qu*il y eii a dans le piu^ grand des deux nom- 
brefi ^eti : donc, un produit de d$ux facteurs^ epsacts ckueun à 
moins d^une d^mi^unUéf pw^ aveir autant 4$ chiffres er^ 
ronés sur sçk droite que le phis grand de ei^ facture contient de 
chiffres. 

On venra de même que si fun des deux facteurs est exact, ce 
prodmt pourra avoir autant de chiffres erronés quHly a de chiffe 
dans la moitié de ce facteur. 

Exemple. Soient les deux facteurs 734,1 et 8,24, exacts cha- 
cun à moins d'une demî-unîté de Tordre dont est son dernier 
chiffre décimal. Le produit des nombres 7341 et 824 pourra 
avoir 4 chiffres erronés, et coiqme le produit demandé doit 
avoir 3 décimales, on voit que Ton ne pourra pas mènie compter 
sur le chiffre des unités de ee dernier. 

551. Passons à la division, et supposons d'abord que le 
dividende sçul soit erroné et qu'il le soit d'qn^ demi-unité. 

Le véritable quotient sera donc 2-^, de sorte que Terreur 
commis en prenant r pour sa valeur sera 

-^--,»±^^ [%]. 

jPpnCy qtèand le dimdfnde sera erroné de moifu d'une demi? 
i^itéf rerreur commise ^^ l^ quotient sera moindre que l'miti 
divisée par Ip doublet du dimeur; ainsi il 3era facile de Tévaliier 
dans chaque cas particulier. 

Espemple. Diviser 2,76 par 0,1456, le dividende étant erroné 
de moins d'un demi-centij^me. Ramenons c^tte division 4 celle 
de deuQi nombres éviers tels que le dividende soU erroné d'une 
demi-unité at^ plus, et nous aurons ainçi à diyiser 276 par H56 ; 
donc Terr^iir^cpmmisa 3ur le quotient de cette division 9^r% 
moindre q}j^ rhn<hThmi 9>aj»ice quQtjçni çer* \QQ fois 
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moindre que le quotient demandé, donc celui-ci ne sera pas 
erroné d'un demi-dixième. Or, en effectuant la division de 2,76 
par 0,1456, on trouve 18,95...; si donc le dividende est erroné 
par excès, 18,9 sera la valeur du quotient à moins cCun dixième; 
mais si le dividende est erroné par défaut, on ne pourra pas 
affirmer que 18,9 n*est pas trop faible d'un dixième. 

582. Supposons maintenant que le dividende et le diviseur 
soient tous deux erronés d'une demi-unitë. L'erreur dont sefa 
affecté le quotient des deux nombres a et 6 sera maximuni 
quand ils seront tous deux erronés en sens contraire. Dans cette 

hypothèse, le véritable quotient devrait être r^% tandis que 

nous prenons pour sa valeur p donc l'erreur que nous com- 
mettons est 

Si l'on observe que (bzp^) est évidemment plus grand que 
6— 1, on verra que l'on pburra prendre 

pour limite de l'erreur commise. 

Supposons, par exemple, qu'on ait & diviser le logarithme de 
2 par celui de 3; on devra faire a=0,30103 et 6=:0,47712; 
de sorte qu'en prenant f^^ au lieu du quotient de ces deux 
logarithmes, on commettra une erreur moindre que 

h T77Jra.47TïT« 

Si Ton veut évaluer cette erreur en décimales, on observera 
que cette fraction est plus petite que j^^Afe = -^^l^^i^, 
d'où l'on voit que la limite de l'erreur sera inférieure à 0,00003. 
Si donc on réduit f Ç^ïi ^^ décimales, comme on trouvera que 
le cinquième chiffre est un 3, on en conclura que l'on peu 
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compter sur les quatre premiers, et qu'ainsi pL_ = 0,6309, 
à moins d'un dix-millième. 

Mais si, le quotient étant erroné par défaut, le cinquième 
chiffre était un 7, on ne serait pas sûr du quatrième chiffre ; 
car,en ajoutant Terreur à la partie du quotient qu'on néglige, 
il pourrait se faire que la somme surpassât un dix-millième. 

De même, si, le quotient étant erroné par excès, le cinquième 
chiffre était plus petit que 3, il pourrait arriver qu'en retran? 
chant une quantité moindre que 0,00003 de ce quotient, le 
chiffre des dix-millièmes fût altéré, de sorte que Ton ne pour- 
rait pas compter sur ce chiffre. 

*5S3. On peut mettre la formule 

sous une forme qui permette de reconnaître sans calcul sur 
combien de chiffres on peut compter. Nous diviserons pour 
cela le numérateur et le dénominateur par b, ce qui donnera 

Ainsi, en représentant par q le quotient demandé de a par b, 
on pourra prendre pour limite de Terreur commise sur ce 
quotient 

1 q+i 

Cette quantité sera maximum quand b sera le plus petit et g 
le plus grand possible. Supposons donc que 6 renferme w chif- 
frés et que q en contienne n-^-m; le minimum de b — 1 sera 
un nombre formé de (n — 1) chiffres 9, et le maximum deq-{-l 
sera Tunité suivie de (n-j-m) zéros. Alors le quotient de $-(- 1 
par b — 1 sera composé de (w-f-2) chiffres, dont le premier 
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stjra 1; de sorte que ca quotient sera moindre que deux unités 
de Tordre (m -|-i). Donc sa moitié, c'est-à-dire la limite de l'er- 
reur, sera moindre qu'une unité de cet ordre, et par conséquent 
les (m +2) derniers chiffres du quotient pourront seuls être 
erronés, pourvu toutefois que le (w+2)'*~ chiffre à gauche 
ne soit pas un 9 si le quotient est erroné par défaut, ou ne soit 
pas un zéro s'il l'est par excès*; mais ce quotient se compose 
de n+m chiffres, donc il en aura n+m— (m+2) = n— 2, 
dont le dernier ne sera pas m général erroné d'une unité. 

Les raisonnements qui précèdent s^appliquent évidemment 
au cas où m serait nul. 

Mais si q contenait moins de chiffres que bj on ramènerait ce 
cas à celui où m est nul, en écrivant à la droite du dividende a 
un nombre convenable de zéros ;^car le quotient et l'erreur 
seraient tous deux multipliés par l'unité suivie de ce nombre 
de zéros. 

Concluons donc que, quand le dividende et le diviseur seront 
tous deuâB erronés de moins d'une d&mi^imiîéy si n répréserUe h 
nombre des chiffres du diviseur^ on pourra toujours compter sur 
lés (n— 2) premiers chiffres à gauche éhi quotieniy à moins que^ si 
le quotient doit être erroné par défaut ou par excès ^ le (n — 1)**^ 
de ces chiffres ne soit un 9 ou un zéro. 

En appliquant cette règle à l'exemple du numéro précédent, 
on verra qu'on ne pourrait compter que sur les trois premiers 
chiffres de ce quotient, tandis que la formule [9] nous a appris 
que les quatre premiers étaient exacts. 

De même, si l'on a à diviser 9,6 par 0,0004, je ramène cette 
division au cas de deux nombres entiers erronés chacun cCune 
demi-unitéj ce qui me conduit à. diviser 96 par 4. La règle, ainsi 



* On conçoit, eu effet, qu^en ajoutant une quantité moindre qu'une unité 
de Tordre (m + 3) au nombre exprifflé par les (m 4- 2) derBiers chiffres du 
quotient, on ne formera pas uue unité de l'ordre (m-i-3)» si le (m + S)^^»* 
chiffre n'est pas un 9, et qu'en retranchant de ce même nombre une quantité 
moindre qu'une unité de l'ordre (m +2), le (m-f 3)'^*c}xiffre ne sera pas non 
plus aUéré, si la i«+ll)^« n^oet pas un zéio« 
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qae la formule ^. . J^i\ > indiquent que Ton ne peut pas 
même compter sur le premier chiffre du quotient; mais en em- 
ployant ia formule plus exacte irTr^iTx» <>» reconnaîtra que 

le Quotient ne peut pas être erroné de 4 mille : donc le ({uotietit 
d^mAûdé eit BOOOO à moins â*une demi-dizaine de mille i^è. 

^^354. Proposons-nous maintenant d'extraire la racine carrée 
d'un nombre a exact i moins d*une demi-unité. L'erreur eom- 
miie m substituant ce nombre à adb^ sera 

^a-{-i— v^î ou v^a— Va— J. 

Multiplions et divison* la première expression par v'o+J+V^S 
et la sêcoûde par v^5-f-/a— J, et elles deviendront respective- 
ment, 

)":\r/ y quantité plus jK^tiie que -L 

-* '■ , quantité plus petite que ■ 



On pourra donc prendre " ■■ ■!■ ■ ■■ pour limite de l'erreur eom<^ 

misO) et on l'évaluera facilement en calculant les deux premiers 
diiUres de v^a— !• 

Veut-on, par exemple, la racine carrée du nombre 8,235, 
supposé trop faible de moins d'un demi-inillième ; cette racine 

est égale kÙ^^, Or, comme le nombre 82360 est erroné de 

100 

moins d'une demi-dizaine, au lieu de l'être d'une demi-unité» 
la limite de Terreur que l'on commettra en extrayant sa racine 

carrée sera ■ ; mais la racine carrée de 82849 com- 

4V8i349 

menée par 28; donc cette fraction est <roQA<û»^i î ^^^ 



304 APPENDICE. 

Terreur commise sur la racine carrée de 8,235 sera moindre 

que r^= 0,0001. Ainsi Ton pourra pousser le calcul de cette 

racine jusqu'à la troisième décimale; mais si Ton va jusqu'à la 
quatrième décimale, on trouvera 2,8696.... On voit parla que 
2,870 est la racine demandée, à moins d'un demi-millième. 
En efiet, si l'on ajoute à 2,8696.... une quantité moindre qu'un 
dix-millième, on obtiendra un nombre moindre que 2,8698. 

*55S. On peut déterminer, à l'inspection du nombre pro- 
posé, sur combien de chiffres on peut compter dans l'expres- 
sion de sa racine carrée. Supposons, en effet, !• que le nombre 
de ces chiffres soit 2n : Terreur sera la plus grande possible 
lorsque a sera le plus petit possible, c'est-à-dire 10*"^*, et 
alors (a — 1) sera composé de (2n — 1) chiffres 9; donc sa 
racine sera plus grande que trois unités de Tordre n, donc 

;ï7^<Trro^<iF ^°'^* p^"'^'' ^^^ ^^ (n-hir- 

chiffre décimal ne soit pas un 9 si la racine est erronée par 
défaut, ou un zéro si elle Test par excès, on pourra compter 
sur n décimales; et comme la racine a d'ailleurs n chiffres 
entiers, on en conclut que Ton pourra compter sur 2n chiffres, 
c'est-à-dire sur autant de chiffres qu'il y en a dans a. 

2*» Supposons que a contienne (2n4-l) chiffres : son mini-» 
mum sera donc 10**, et par conséquent a — I sera composé de 
2w chiffres 9, de sorte que \/a — 1 sera plus grand que neuf 

unités du n^ ordre : donc .j^^<::^^^<±^ d'où 

Ton conclura que Ton peut compter sur n-hl+w=2n4-l 
chiffres. Donc on pov/rra compterj en général, sur autant de 
chiffres qu'il y en a dans le nombre proposé^ et le dernier de ces 
chiffres ne sera pas erroné d'xme imité de V ordre dont il est. 

Si Ton applique cette règle à Teiemple précédent, on verra 
que, comme le nombre 82350 est erroné d'une demi-dizaiue au 
lieu de Têtre d'une demi-unité, il ne faut pas tenir compte du 
dernier chiffre ; de sorte que Ton ne devrait compter que sur 
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4 chiffres de la raciue dans 82350, et parlant sur les millièmes 
seulement de celle de 8,235 : ceci est d*accord avec ce que nous 
avons vu plus haut. 

PROBLÈMES SUR LES PROGRESSIONS PAR DIFFÉRENCE 
ET PAR QUOTIENT. 

586. Si Ton convient de représenter en général par a, r, /, 
net s respectivement le premier terme y la raison, le dernier 
terme ^ le nombre et la somme des termes d'une progression par 
différence, les règles que nous avons établies aux n""* 267 et 
S7i donneront 

Z=^a+(n-l)r [I], et- .= ^i^ [2]. 

On a donc ainsi deux équations entre les cinq quantités a, r, /» 
n eis; de sorte que, si Ton donne trois quelconques de ces 
quantités, il sera facile, à l'aide des principes élémentaires de 
l'algèbre, de calculer les deux autres. Or comme avec ces cinq 
quantités prises deux à deux pour inconnues on peut former 
les dix combinaisons 

aet r, aet/, aetn, aet5,retZ, r etn,ret«, Zet n, l eis, nets, 
on voit qu'il y a ainsi dix problèmes à résoudre sur les pro- 
gressions par différence. Nous ne nous occuperons que du 
huitième. 

Problème. Étant donnés a, r ets^on demande 1 et n. 
On remplacera dans [2] l par sa valeur donnée par [1], et il 
viendra 

^^|2a+(nl^x)r{n^3j^ d'où „•+ (!ii:I>i_2j =o [4]. 

Ainsi, en résolvant cette équation, on obtiendra la valeur de n, 
et, en la substituant dans la formule [1], or aura celle de /. 

n étant un nombre entier positif, il faudra, pour que le 

problème soit possible, que les racines de l'équation [4] soient 

réelles, et qu'il y en ait au moins une qui soit positive et 

.entière. Si r et ^ sont de signes contraires, il faudra, pour que 

20 
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les racines de Téquation [4] soient réelles et positives, que 

l'on ait 

(2a— r)*+8r«>0 et 2a— r<0; 

et siy de plus, les deux racines de l'équation [4] sont entières, 
le problème aura deux solutions. 

Si r et S sont de mêmes signes, le dernier terme — —'de 

l'équation [4] sera négatif, et les deux racines seront réelles 
et de signes contraires; de sorte que, si la racine positive est 
entière, le problème aura une solution. 

557. Si la racine négative est aussi entière^ on pourra sepro- 
poser d*en trouiver l'interprétation. 

Pour y parvenir, on changera n en — n dans la formule [3J, 
ce qui donnera 

2 2 ' 

en changeant les signes des deux facteurs du numérateur, ce 
qui n'altère pas sa valeur. Ainsi il faudra, en se reportant à la 
formule [2], que ~2a+ (n+ l)r représente la sommedes deux 
extrêmes de la progression. Mais si Ton désigne par x le 
premier de ces termes, cette somme aura pour expression 
2x + {n^l)r; donc on devra avoir 

2j;+(n— l)r=a— aa-H(n+l)r, d'où ««—(a— r); 

de sorte qu'il ftiudra ftiire commencer la progression par 
^{a-^r). 

358. Pour les progressions géométriques, la traduction algé- 
brique des règles que nous avons posées aux n<* 275 et 270 
donnera les deux équations 

Î=ar-»t5] et * = 7=f [6]; 

en conséquence, on pourra se proposer, sur les progressions 
géométriques, dix problèmes analogues à ceux que nous avons 
indiqués (556) sur les progressions arithmétiques. 
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La résolution da deuxième, du quatrième, du septième et 
du neuvième ne présente aucune difficulté; le premier et le 
cinquième dépendent d'équations d'un degré supérieur au se- 
cond sr n>>3; quant aux quatre suivants, ils présentent une 
application du calcul des logarithmes. 

559. Problème. Étant donnés r» 1, s, calculer a ein. 
De réquation [6] on tire immédiatement 

a=/r— *(r— 1); 

substituant dans Téquation [5], on trouvera 

d'où, en prenant les logarithmes des deux membres (281 et 

log/=log j /r— 5(r— 1) j + {n— l)logr, 
et, par suite» 

logr 

360. Problème. Étant donnés a^ 1 H s, trouv&r r ein. 
On tire de Téquation [6] 

* — ^ 
mettant cette valeur de r dans [5], il viendra 

d'où, eu prenant les logarithmes (281, 282 et 285), 

log/=loga4-(n— l){log(5— a)— log(5— /){, 
et partant 

n=14-^ loifl— loffa 



log («— a)— iog(*— // 
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561. Problème. Étant donnés a, r, s, calculer 1 et n. 
L'équalioû [6] donne 

l^ a+sir-l) 
r 

* 
Je substitua cette valeur de l dans l'équation [5] et je trouve 
successivement 

a+s(r-l) ^ 

r * ■ ■ 

log {a+(r— 1)5} — logr=loga+(n—l)Iogr, 

log [a+ir-^ l)s] =loga+nlogr, 

log|fl4-(r — 1)5}— logg 
logr 

562. Problème. Étant donnés a, r, 1, troxwer s ei n. 
L'équation [6] donne immédiatement la valeur de s. Quant à 

celle de n^ on la tire de Téquation [5] en prenant les loga- 
rithmes des deux membres. On trouve ainsi 

logl=loga+(n-l)logr; d'où „=i+l2E^II^. 



^ô' 



SUR LES PROPRIÉTÉS DES NOMBRES. 

565. M. PoiNSOT a publié, dans le dixième volume Avl Journal 
de Mathématiques de M. Liouville, un Mémoire très-remar- 
quable sur la théorie des nombres, et duquel nous allons extraire 
plusieurs propositions que cet habile géomètre a démontrées 
avec une simplicité qui permet de les faire entrer dans un cours 
d'arithmétique. Ces propositions formeront ainsi le complé- 
ment de notre chapitré III. 

\ Il résulte du principe du n® 81 que si plusieurs nombres sont 
premiers avec un autre nombre N, leur produit est premier avec 
'ce nombre N. La démonstration est la même que celle donnée 
au vfi 85. 
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5C4. Si m et V sont deux nombres premiers entre eux^ les 
restes que Von trouvera^ en divisant par N les produits obtenus 
en multipliant par P tous les nombres 1, a, b, c,..., (N — 1) m- 
férieurs et premiers à N, seront, dans un avJtre ordre^ ces mêmes 
nombres 1, a, b, c,..., (N — 1). 

D'abord, tous les produits P. 1, P.a, P. 6, P.c,..., P.(N— 1) 
seront premiers avec N (303), et par conséquent tous les restes 
que Ton trouvera jouiront de la môme propriété; car tout fac- 
teur commun au diviseur et au reste d'une division est aussi 
commun au diviseur et au dividende (démonstration du n*78). 
En second lieu, si deux restes étaient égaux, la ditTérence des 
produits correspondants, tels que P. 6 etP.d, serait divisible 
parN, et cette différence P.d — P.5 = P.(d— 6) est un de 
nos produits; ainsi les restes que Ton trouvera, étant premiers 
avec N, différents, et en même nombre que les quantités 1, o, 
&, c,..., (N— 1), seront, dans un certain ordre, ces mêmes 
quantités 1, o, 5, c,..., (N — 1). 

56S. Si n marque combien U y a de nombres inférieurs et 
premiers avec N, et que P soit un nombre premier avec N, P*— 1 
est divisible par N. 

Soient I, a, 5, c,..., (N— 1) les n nombres inférieurs et pre- 
miers à N : multipliez tous ces nombres par P, vous obtiendrez 
n produits qui, divisés par N, donneront pour restes, dans un 
certain ordre, tous les nombres l,a,5,c,..., (N — 1), d'après ce 
qui précède (3G4); par conséquent le produit P*. 1 ,a,bx. . ..(N — 1) 
desnombresP.l,P.a, P.ft, P.c,..., P.(N — 1) est un multiple 
deN, augmenté du produit l.a.6.c....(N — 1) de ces restes* (71). 



* n est évident que si l'on considère nos deux premiers produits P.l et P.a, 
chacun d'eux peut être regardé comme un multiple de N augmenté du reste 
de la division de ce nombre par N ; de sorte qu'en multipliant ces derx pro- 
duits entre eux, le résultat sera composé de quatre parties, dont trois seront 
. des multiples de N, et dont la quatrième sera le produit des deux restes (dé- 
monstration du n" 71), c'est-à-dire qu'il sera un multiple de N augmenté de 
ce produit des deux restes. En multipliant ce produit par notre troisième pro- 
duit P.&, on obtiendra de môme un multiple de N augmenté du produit des 
trois premiers restes, et ainst de suite* . 



310 APPBNDIGB. 

Donc ladifférence entre P*.l.a.ft.c.,..(N—l) et l.a.6.(?...(N—i), 
c'est-à-dire (P*— l)Xl.a.t.c....(N — 1), est divisible par N; 
mais N est premier avec le second facteur i.a.bx.,., (N — i); 
donc il doit diviser le premier P" — 1 ; ce quHI fallait démontrer. 

806. Si N en un rumbre premier absolUy auquel cas il est 
nécessairement premier avec P, fi=N — 1, car tous les nom- 
bres qui sont inférieurs à N sont premiers avec lui; et on voit 
alors que P*^— l est divisible par N. Donc, si N est un nombre 
premier qui ne divise pas P, P""* — I est divisible par N. Tel est 
le* fameux théorème de Fermât. 

567. Le carré du produit de tous les nombres inférieurs et 
premiers à un nombre entier quelconque N, étant diminué de 
f unité, est toujours divisible par N. 

Soient 1, a,d,c,..., (N — 1) les n nombres inférieurs à N et 
premiers avec lui : si vous divisez leur produit successivement 
par chacun d*eux, vous obtiendrez n quotients différents entre 
eux et tous premiers avec N (568) ; et si vous divisez chacun de 
ces quotients par N, vous retrouverez pour restes, dans un cer- 
tain ordre, lesn nombres l,a,6,c,..., (N — I). Car ces restes sont 
premiers avec N (démonstration du n» 568), et de plus ils sont 
tous différents. En effet, s'il y en avait deux qui fussent égaux, 
la différence des quotients qui, divisés par N, auraient donné 
ces deux restes égaux, serait divisible par N, ce qui ne se peut; 
car, d'après leur formation, ces quotients ont (n— 2) facteurs 
communs et deux fadeurs inégaux, de sorte que leur différence 
est de la foime l.c.d....(N— l)X(ft— a); et si N, qui est pre- 
mier avec le facteur l.c.d....(N— I), divisait ce produit, il de- 
vrait diviser l'autre facteur 6 —a, ce qui est impossible, puisque 
bel a sont <N. Donc les n restes que Ton obtiendra seront 
les n nombres I,a,è,c,..., (N — 1). 

Donc le produit de ces n quotients est un multiple de N aug- 
menté du produit l.a.6.c,... (N— 1), que, pour abréger, nous 

A A A A 

désignerons par A; donc la différence t--»t- - w^ ' i "^ ^» 
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A* 
c'est-à-dire "Y —A ou A*^ — A, est un multiple de N ; donc le 

produit A" — A* de cette différence par A en est aussi un. Or, 
en vertu du théorème démontré au n» 30», A* — 1 est pareil- 
lement un multiple de N ; donc. la différence A* — 1 entre A»-i-A* 
et A*— l est divisible par N; ce qu'il fallait démontrer, 

568. Comme A* — 1 est le produit de A + 1 par A — 1, il 
s'ensuit que si N est un nombre premier, l'un de ces fticteurs 
doit être divisible par N. H. Painsot a montré, par des consi- 
dérations qui ne sauraient trouver place ici, que c'est le pre- 
mier qui jouit de cette propriété ; d*où cette conséquence : Le 
produit de tous les nombres consécutifs 1, 2, 3, 4, 5j...., (N — 1), 
mgmenU d$ l'unitèj est divisible par N, lorsque N est un nomifv 
premier. C'est là l'énoncé d'un théorème dû à Wilson^ et que 
Lagrange a démontré le premier. 

SOU, PROBLàirs. Combien y a^t*il d$ nombru inférimn 4 un 
nombre donné N et qui soient premiers avec lui? 

Supposons le nombre N décomposé en ses facteurs prômiarSi 

et soit Ji = a^b^{f Si de la suite naturelle des nombres 

1, 2, 3, 4, 5, ... jusqu'à N, on ôte tous les multiples de a, que 
des nombres restants on ôte tous les multiples de 5, et ainsi de 
suite, il est clair qu'on aura ôté tous les nombres qui peuvent 
avoir avec N quelque commun diviseur. Ainsi les nombres rcs< 
tants, qui ne peuvent contenir aucun des facteurs simples de Nt 
seront nécessairement premiers avec N. Il s'agit donc de trou- 
ver combien il doit rester successivement de ces nombres à 
mesure qu'on reti'anchera de la suite 

1,2,3,4,5,....,N 

tous les multiples de a, et du' reste tous les multiples de 6, et 
du nouveau reste tous les multiples de c, et ainsi de suite. 

Or, si p est un nombre premier avec » et qui divise n, il est 
facile de voir que les termes de la progression par différence 

fe(.2«(.3oe.4a«$a..,.nf( 
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que p divise, sont 

«.p, 2a.p, 3a.p, ...,^.a.p, 

de sorte que ces tennes sont en nombre marqué par ^ ; en 

p 
effet, le plus petit multiple de a et de p est ap (93), et si dem 
termes de cette progression sont divisibles par p, leur diffé- 
rence doit l'être aussi, de sorte que celte différence ne peul 
pas être moindre que ap. 
* Gela posé, on voit que la suite 

1,2,3,4, 5,...., N 

étant une progression par différence, dont la raison est égale 

au premier terme, le principe que nous venons d'établir pourra 

s'y appliquer, et qu'en conséquence le nombre des multiples 

N 
de a qu'elle renferme est-. On aura donc, pour le nombre N' 

N 
des termes restants, quand on ôte les - multiples de a, 



N'=N-^=N.(l-i). 



Actuellement de ces N' nombres il faut ôter les multiples 

de b ; or, je dis qu'il y en a t-. En>effet, je puis considérer ces 

N' termes comme composés de la suite des N premiers moins la 
suite des multiples de a qu'on a soustraits. Or, dans la pre- 

N N 

mière suite, il y a r multiples de ft, de même qu'il y a- mul- 
tiples de a; et dans la seconde, c^ui est aussi une progression 
arithmétique -fa. 2a. 3a. 4a.... Ao=N*, il y a pareillement -r 
multiples de b ; donc, dans les N' termes qui restent, après la 



N N' 

* On a représenté, pour abréger, ~ par A ^ et on désignera -r- parB. 
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V AN A N' 

première opération, il se trouve -r — t = — z — = t- . termes 



divisibles par h ; donc on a, comme plus haut, en appelant N" 
le nombre des termes qui restent après la suppression des 
multiples de h^ 

' N.=..-f=,r.(._i)=N.(.-l).(.-i). 

Maintenant, de ces nombres restants il faut ôter tous les 
multiples de c; or je dis que dans ces N" termes il y en a — 

qui sont divisibles par c. Car je puis regarder ce& N" termes 

N' 
comme composés des N' précédents, moim les-r-' multiples de 

b qui 7 sont contenus. Mais de même que Ton a démontré que, 

N' 
dans la suite des N' nombres, il y en a t- divisibles par 5, de 

N' 
même on prouvera qu'il y en a — qui sont des multiples 

c 

N' 
de c; d'un autre côté, dans la suite des r-=B multiples de &, il y 

en a - qui sont divisibles par c (car cette suite n'est autre chose 
c 

que les multiples de h pris dans N, moins les multiples de h pris 

N 
dans les - multiples de a); donc, dans les N*^ termes, il y en a 

N' B N'— B N" 

= =-- divisibles par c\ donc, en ôtant les mul- 

c c c c 

tiples de c, on aura pour le nombre N' de ceux qui restent 
N-=N--Ç=r.(.-1)=N.(.-1).(>-1).(-|). 
d*après ce qui précède, et ainsi de suite ; donc 

: ,=N.(.-i).(-J).(.-l)...: 

Ce théorème est dû à £uler. 
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570. Siron observe quel — 5="^» ^ — 5™"T" * ^^'* ^ 

viendra, en remplaçant N par-sa valeur a^b^ifd*..., 

n=a'^.(a— 1).&«-«.(5— l).(f-*.(c— l).d-*.(d— 1).... 

• Or, si Von décompose N en facteurs queUmques P, Q,... pre- 
miers entre euXj h nombre n, qui marqvs combien il y a de nom- 
bres inférieurs et premiers à N, est. égal au produit de ceux qui 
marquent combim ilyad$ nombres inférieurs et premiers à cha- 
cun des facteurs respectifs P, Q..., de N. En* effet, si, par exem- 
ple, P=a^6« et Q=(fd», il y a 

cfK{a—l).b^.(b—l) et C^^Cc— !).d-*.(d— l) 

nombres inférieurs et premiers respectivement à P et Q : or le 
produit de ces nombres est évidemment n. 



ni?. 



TABLE DES MONNAIES ÉTRANGÈRES. 



Nous ne donnerons ici que les monnaies de compte^ ou qui 
servent à former les sommes d'argent, avec leurs principales 
divisions. 

fr. r. 

Angleterre. Livre sterling ,..., 25 21 

1 livre sterling=4 crowns=20 schillings. 

Autriche. Florin 2 ÇO 

1 florin =^ rixdale=60 kreutzers. 

Bade. Florin ... 2 12 

Bavière. Florin 2 16 

Belgique. Franc 1 oo 

Espagne. Piastre ou douro 5 25 

1 doblon=5 piastres=100 réaux. 

États-Unis. Dollar 5 34 

1 dollar = 10 dîmes = 100 cents. 

Francfort. Florin 2 12 

Grèce. Drachme 90 

Hambourg. Marc-banco 1 88 

Hollande. Florin(de 100 cents) 2 14 

Lombardie et Venise. Livre.. 86 

Naples. Ducat 4 24 

1 ducat =.10 carlins =100 grains. 

Norvège. Écu 5 63 

Parme. Livre 1 00 



316 APPENDICE. 

fr. c. 

Piémont. Livre. ,..., 1 17 

Portugal. Mille reis 7 07 * 

Couronne =5 mille reis. 

Prusse. Tbaler de 30 silbergros ^ 3 71 

Rome. Teston de 100 baïoques 5 41 

Russie. Rouble 4 00 

1 rouble =40 solotnicks= tOO kopecks. 

Saxe. Thaler de 24 bons gros 3 90 

Suède. Écu ..^ 5 66 

Suisse. Franc 1 00 

Toscane. Livre 84 

Wurtemberg. Florin : 2 12 

2 risdales=5 florins. 
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